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Suites de matrices

. Suites de matrices colonnes

1. Généralités

Definition - Suite de matrices colonnes
Une suite de matrices colonnes de taille kK > 2 est une fonction qui, a tout entier naturel n, associe une matrice

colonne de méme taille.

Remarque : Cette définition prolonge celle de suite numérique. On peut ainsi rencontrer des suites de matrices définies
explicitement ou par récurrence.

Soit (U,,) la suite de matrices colonnes U, = (1) U, = (;) U, = (i)

Cette suite peut étre definie explicitement avec U, = (anj{ 1) mais aussi par la relation de récurrence

Uy, =AU, +B avecA = ((1) (2’) ) = ((2)) et Uy = (1)



Définion - Convergence, limite d’une suite de matrices colonnes

a
Une suite de matrices colonnes (U,,) = (b") converge si les suites numeriques (a,,) et (b,,) convergent.
n

Sa limite est alors la matrice colonne formée par les limites de ces deux suites.

2n+1
Soit (U,) la suite de matrices colonnes de terme général U, = | "1+
L on
li 2n+1 LR 2'+;I % 2
g nigh; n+1 _-nigga 1 1]
_|_ —
n
A _ .
nl—l}lloo (E) = donc nl—l>r-}1-loo Un I (0)

Remarque : On définit naturellement une suite de matrices colonnes de taille supérieure.




Exercices du livre Séesamath

Exercice 18 page 127

Soit la suite de matrices lignes (U,,) définie par Uy = (—1 1) et, pour tout

1
nEN, Uppy = Uy

1. Calculer Uy, U, et Us;.
2. Déterminer I'expression de U,, en fonction de n.
3. Lasuite (U,) converge-t-elle ?

Exercice 19
Soit la suite de matrices colonnes (V;,) de taille 2 telle que, pour tout n € N,
Vpse1 =V, + R avec:

Vo = (%) etk = (2).

1. Calculer Vy, V, et V5.
2. Déterminer I'expression de V;, en fonction de n.
3. Lasuite (V;,) converge-t-elle ?
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. E Ao 1 1

Exercice 20 ; s s = 1 Iy

_ _ ] 2. Soit P = 6 6|etP =7 |
Soit les suites réelles (u,) et (v,) définies par T T N

(a) Montrer que P et P’ sont inversibles.
Un+Vp

(uO) _ (0) 5 Unt1 = 2 (b) Déterminer la matrice diagonale B telle que P'BP = A.

4 1 _ upt2vuy’

Lol 35 3 (c) Démontrer que, pour tout n € N, A™ = P'B™P.

: . : A u
Soit la suite de matrices (X,,) définie par X,, = (v").
n

3. (a) Exprimer B™ en fonction de n.

(b) Démontrer que, pour toutn € N ;

1 1
Soit enfin la matrice A définie par [ 2 2
1. (a) Démontrer que, pour toutn € N, X,,.; = AX,,. X, = 2 z(i)n
— _|_ — [ =
5 5\6

(b) Démontrer que, pour tout n € N, X,, = A™X,.

4. En déduire les limites des suites (u,,) et (v,).



2. Suites definiespar U, = AU,ouU,,; =AU, +B

Propriété : Soit (U,) une suite de matrices colonnes de taille k déefinie par U,,,; = AU,,, pour tout n € N,

avec A une matrice carrée d’ordre k.

Alors, le terme général de (U,) peut s’écrire U, = A™U,

Preuve : On démontre par récurrence sur n. Voici I’initialisation et I’hérédité :
« Initialisation : Uy = 1U, = A°U,. Donc la propriété est vraie pour n = 0.
« Herédité : Si, pour n entier donné, U,, = A™U,, alors
Unt+1 = AUy
= A x A"U,

= An+1U0.



Meéthode 1 - Expliciter U, pour (U,) définie par U,,; = AU, + B

Exercice d’application : Soit la suite de matrices colonnes (U,,) définie par U,,,; = AU,, + B avec :

=) a=C Yen=(4)

n
1. Deémontrer par récurrence que, pour toutn € N, A™ = (n 22n—1 Zon).

2. Déterminer la matrice C telle que : C = AC + B.
3. On pose, pour toutn € N, IV, = U,, — C. Montrer que, pour toutn € N, V, = A™ x V.

4. En deduire une expression U,, en fonction de n.



Methode 1 - Expliciter U,, pour (U,,) définie par U,,; = AU, + B
Exercice d’application : Soit la suite de matrices colonnes (U,,) définie par U,,,; = AU,, + B avec :

Ui (_61) L (i (2)) S (—42)'
s 0
e 2”)'

1. Démontrer par récurrence que, pour toutn € N, A™ = (
- Pourn = 0,onaA® = I, donc la proposition est vraie.

- Supposons la proposition vraie pour n donné. Montrons qu’elle 1’est encore au rang n + 1.

A"+1=A"A=( iz 0)(2 0)2( 2R 0 )z( 2l 0).
n2"-1 2nj\1 2 e 7N Y (e 1 5™

- La proposition est initialisée au rang O et héréditaire, donc elle est vraie pour tout n € N,

2. Déterminer la matrice C telleque : C = AC + B.
C=AC+B & (I -A)C =B.
Or, det(I — A) = 1 donc I — A est inversible.

Ona(l —A) ! = (‘11 _01). Dol C = (I —A)1B = (‘11 _01) (_42) N (‘64).

3. On pose, pour tout n € N, V,, = U,, — C. Montrer que, pour toutn € N, V;, = A" X V.
4. En déduire une expression U,, en fonction de n.



Méthode 1 - Expliciter U, pour (U,) déefinie parU,,; = AU, + B
Exercice d’application : Soit la suite de matrices colonnes (U,,) définie par U,,,; = AU,, + B avec :

1= (5)4=C Yen=(4)

3. On pose, pour toutn € N, V, = U,, — C. Montrer que, pourtoutn € N, I, = A™ x V.
Pourtoutn e N, V,,,1 =U,,1 —C =AU, +B—AC —B = AU, — C) = AV,.

Or, une suite (1,,),,>0 définie par V,,,; = AV, est telle que V;, = A™ X 1/,,.

4, En déduire une expression U,, en fonction de n.

2" 0\ (2, (-4 ZETeg
o — AN — —
Ao o G ><V‘)J“C_(nzn—l zn)(1)+( )—(n2"+1+6)'
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Exercice 23 page 128

Soit (U,,) une suite de matrices colonnes telle que, pour tout
entier naturel n, U,,,; = AU,, + B avec

U= (30 4= (7 3)es=()

1. Déterminer une matrice C telle que C = AC + B.
2. OnposeV,, =U, —C.

Montrer que pour tout entier naturel n, V..., = AV,,.
3. Exprimer V,, en fonction de V.
4. En déduire que U,, = A™(U, — C) + C.

5.
(a) Démontrer que, pour tout entier naturel n :
An . (371 2n X 3n_1>.
0 3"

(b) En déduire une expression de U,, pour tout n € N.

Exercice 24
Soit (U,,) une suite de matrices lignes telle que, pour tout ent
naturel n, U,,, = U,A + B avec .

Uy = (2 1),A=(0 i

" 1)etB=(1 2).

1. Déterminer la matrice C telle que C = CA + B.
2. Onpose V,, = U, — C.
Montrer que pour tout entier naturel n, V.., = V, A.
3. Exprimer V,, en fonction de V.
4. En déduire que U,, = (U, — C)A™ + C.
5.
(a) Calculer A%, puis A3. En déduire A°.
En deduire A™ en fonction du reste de la divisi
euclidienne de n par 6.
(b) Déterminer la matrice Us.
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Exercice 25 page 129

Soit les suites réelles (x,) et (y,) telles que :

Xn+1 =~ Xnt+ Ynt1
Yn+1 _an i 4yn -5

1. Soit B = (51,) et, pour toutn € N, X,, = (;Z)

Déterminer la matrice A telle que X,,.; = AX,, + B.

2. (@) Montrer que I — A est inversible.
Calculer (I — A)~1.
(b) Déterminer la matrice X telle que X = AX + B.

(c) Etudier la convergence de (x,,) et (v,,).

3. Soit (V) la suite de matrices définie par V,, = X,, — X.

Montrer que, pour tout entier naturel n, 1, = A™V,.

il o =l
18 22

(b) On note D la matrice définie par : D = P~1AP.

4. (a) Justifier que P = ( ) est inversible.

Donner une expression de D™.

(c) En déduire une expression de A™.

5. Pour x, = 1 ety, = 2, que peut-on dire de la

convergence des suites (x,) et (y,,) ?



