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Suites de matrices

I. Suites de matrices colonnes

1. Généralités

Définition - Suite de matrices colonnes

Une suite de matrices colonnes de taille 𝑘 ≥ 2 est une fonction qui, à tout entier naturel 𝑛, associe une matrice

colonne de même taille.

Remarque : Cette définition prolonge celle de suite numérique. On peut ainsi rencontrer des suites de matrices définies

explicitement ou par récurrence.

Exemple : Soit (𝑈𝑛) la suite de matrices colonnes 𝑈0 =
1
1

, 𝑈1 =
3
2

, 𝑈2 =
5
4

, ...

Cette suite peut être définie explicitement avec

avec 𝐴 =
1 0
0 2

, 𝐵 =
2
0

et 𝑈0 =
1
1

. 

𝑈𝑛 =
2𝑛 + 1
2𝑛

mais aussi par la relation de récurrence 

𝑈𝑛+1 = 𝐴𝑈𝑛 + 𝐵



Définion - Convergence, limite d’une suite de matrices colonnes

Une suite de matrices colonnes (𝑈𝑛) =
𝑎𝑛
𝑏𝑛

converge si les suites numériques (𝑎𝑛) et (𝑏𝑛) convergent.

Sa limite est alors la matrice colonne formée par les limites de ces deux suites.

Exemple : Soit (𝑈𝑛) la suite de matrices colonnes de terme général 𝑈𝑛 =

2𝑛+1

𝑛+1
1

2𝑛

.

On a :

Remarque : On définit naturellement une suite de matrices colonnes de taille supérieure.

donc 

lim
𝑛→+∞

2𝑛 + 1

𝑛 + 1
= lim

𝑛→+∞

2 +
1
𝑛

1 +
1
𝑛

= 2

lim
𝑛→+∞

1

2

𝑛

= 0 lim
𝑛→+∞

𝑈𝑛 =
2
0
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Exercice 18 page 127

Soit la suite de matrices lignes (𝑈𝑛) définie par 𝑈0 = −1 1 et, pour tout

𝑛 ∈ ℕ, 𝑈𝑛+1 =
1

10
𝑈𝑛.

1.  Calculer 𝑈1, 𝑈2 et 𝑈3. 

2.  Déterminer l'expression de 𝑈𝑛 en fonction de 𝑛. 

3.  La suite (𝑈𝑛) converge-t-elle ? 

Exercice 19

Soit la suite de matrices colonnes (𝑉𝑛) de taille 2 telle que, pour tout 𝑛 ∈ ℕ,

𝑉𝑛+1 = 𝑉𝑛 + 𝑅 avec :

𝑉0 =
0
1

𝑒𝑡𝑅 =
2
1

.

1.  Calculer 𝑉1, 𝑉2 et 𝑉3. 

2.  Déterminer l'expression de 𝑉𝑛 en fonction de 𝑛. 

3.  La suite (𝑉𝑛) converge-t-elle ? 
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Exercice 20

Soit les suites réelles (𝑢𝑛) et (𝑣𝑛) définies par

𝑢0
𝑣0

=
0
1

et ቐ
𝑢𝑛+1 =

𝑢𝑛+𝑣𝑛

2

𝑣𝑛+1 =
𝑢𝑛+2𝑣𝑛

3

.

Soit la suite de matrices (𝑋𝑛) définie par 𝑋𝑛 =
𝑢𝑛
𝑣𝑛

.

Soit enfin la matrice 𝐴 définie par

1

2

1

2
1

3

2

3

.

1. (a) Démontrer que, pour tout 𝑛 ∈ ℕ, 𝑋𝑛+1 = 𝐴𝑋𝑛.

(b) Démontrer que, pour tout 𝑛 ∈ ℕ, 𝑋𝑛 = 𝐴𝑛𝑋0. 

2. Soit 𝑃 =

4

5

6

5

−
6

5

6

5

et 𝑃′ =

1

2
−

1

2
1

2

1

3

.  

(a) Montrer que 𝑃 et 𝑃′ sont inversibles. 

(b) Déterminer la matrice diagonale 𝐵 telle que 𝑃′𝐵𝑃 = 𝐴. 

(c) Démontrer que, pour tout 𝑛 ∈ ℕ, 𝐴𝑛 = 𝑃′𝐵𝑛𝑃. 

3. (a) Exprimer 𝐵𝑛 en fonction de 𝑛. 

(b) Démontrer que, pour tout 𝑛 ∈ ℕ : 

𝑋𝑛 =

3

5
−

3

5

1

6

𝑛

3

5
+

2

5

1

6

𝑛

4. En déduire les limites des suites (𝑢𝑛) et (𝑣𝑛).



2. Suites définies par 𝐔𝐧+𝟏 = 𝐀𝐔𝐧 ou 𝐔𝐧+𝟏 = 𝐀𝐔𝐧 + 𝐁

Propriété : Soit (𝑈𝑛) une suite de matrices colonnes de taille 𝑘 définie par 𝑈𝑛+1 = 𝐴𝑈𝑛, pour tout 𝑛 ∈ ℕ,

avec 𝐴 une matrice carrée d’ordre 𝑘.

Alors, le terme général de (𝑈𝑛) peut s’écrire

Preuve : On démontre par récurrence sur 𝑛. Voici l’initialisation et l’hérédité :

• Initialisation : 𝑈0 = 𝐼𝑈0 = 𝐴0𝑈0. Donc la propriété est vraie pour 𝑛 = 0. 

• Hérédité : Si, pour 𝑛 entier donné, 𝑈𝑛 = 𝐴𝑛𝑈0, alors

𝑈𝑛+1 = 𝐴𝑈𝑛

𝑈𝑛 = 𝐴𝑛𝑈0

= 𝐴 × 𝐴𝑛𝑈0

= 𝐴𝑛+1𝑈0. 



Méthode 1 - Expliciter 𝐔𝐧 pour (𝐔𝐧) définie par 𝐔𝐧+𝟏 = 𝐀𝐔𝐧 + 𝐁

Exercice d’application : Soit la suite de matrices colonnes (𝑈𝑛) définie par 𝑈𝑛+1 = 𝐴𝑈𝑛 + 𝐵 avec :

𝑈0 =
6
−1

, 𝐴 =
2 0
1 2

et 𝐵 =
4
−2

.

1. Démontrer par récurrence que, pour tout 𝑛 ∈ ℕ, 𝐴𝑛 =
2𝑛 0

𝑛2𝑛−1 2𝑛
. 

2. Déterminer la matrice 𝐶 telle que : 𝐶 = 𝐴𝐶 + 𝐵. 

3. On pose, pour tout 𝑛 ∈ ℕ, 𝑉𝑛 = 𝑈𝑛 − 𝐶. Montrer que, pour tout 𝑛 ∈ ℕ, 𝑉𝑛 = 𝐴𝑛 × 𝑉0. 

4. En déduire une expression 𝑈𝑛 en fonction de 𝑛. 



Méthode 1 - Expliciter 𝐔𝐧 pour (𝐔𝐧) définie par 𝐔𝐧+𝟏 = 𝐀𝐔𝐧 + 𝐁
Exercice d’application : Soit la suite de matrices colonnes (𝑈𝑛) définie par 𝑈𝑛+1 = 𝐴𝑈𝑛 + 𝐵 avec :

𝑈0 =
6
−1

, 𝐴 =
2 0
1 2

et 𝐵 =
4
−2

.

1. Démontrer par récurrence que, pour tout 𝑛 ∈ ℕ, 𝐴𝑛 =
2𝑛 0

𝑛2𝑛−1 2𝑛
. 

- Pour 𝑛 = 0, on a 𝐴0 = 𝐼, donc la proposition est vraie. 

- Supposons la proposition vraie pour 𝑛 donné. Montrons qu’elle l’est encore au rang 𝑛 + 1.

𝐴𝑛+1 = 𝐴𝑛𝐴 =
2𝑛 0

𝑛2𝑛−1 2𝑛
2 0
1 2

=
2𝑛+1 0

𝑛2𝑛 + 2𝑛 (−1)𝑛+1
=

2𝑛+1 0
(𝑛 + 1)2𝑛 2𝑛+1

.

- La proposition est initialisée au rang 0 et héréditaire, donc elle est vraie pour tout 𝑛 ∈ ℕ.

2. Déterminer la matrice 𝐶 telle que : 𝐶 = 𝐴𝐶 + 𝐵.

𝐶 = 𝐴𝐶 + 𝐵 ⇔ (𝐼 − 𝐴)𝐶 = 𝐵.

Or, det(𝐼 − 𝐴) = 1 donc 𝐼 − 𝐴 est inversible.

On a (𝐼 − 𝐴)−1 =
−1 0
1 −1

. D’où : 𝐶 = (𝐼 − 𝐴)−1𝐵 =
−1 0
1 −1

4
−2

=
−4
6

.

3. On pose, pour tout 𝑛 ∈ ℕ, 𝑉𝑛 = 𝑈𝑛 − 𝐶. Montrer que, pour tout 𝑛 ∈ ℕ, 𝑉𝑛 = 𝐴𝑛 × 𝑉0. 

4. En déduire une expression 𝑈𝑛 en fonction de 𝑛. 



Méthode 1 - Expliciter 𝐔𝐧 pour (𝐔𝐧) définie par 𝐔𝐧+𝟏 = 𝐀𝐔𝐧 + 𝐁
Exercice d’application : Soit la suite de matrices colonnes (𝑈𝑛) définie par 𝑈𝑛+1 = 𝐴𝑈𝑛 + 𝐵 avec :

𝑈0 =
6
−1

, 𝐴 =
2 0
1 2

et 𝐵 =
4
−2

.

3. On pose, pour tout 𝑛 ∈ ℕ, 𝑉𝑛 = 𝑈𝑛 − 𝐶. Montrer que, pour tout 𝑛 ∈ ℕ, 𝑉𝑛 = 𝐴𝑛 × 𝑉0.

Pour tout 𝑛 ∈ ℕ, 𝑉𝑛+1 = 𝑈𝑛+1 − 𝐶 = 𝐴𝑈𝑛 + 𝐵 − 𝐴𝐶 − 𝐵 = 𝐴(𝑈𝑛 − 𝐶) = 𝐴𝑉𝑛. 

Or, une suite (𝑉𝑛)𝑛≥0 définie par 𝑉𝑛+1 = 𝐴𝑉𝑛 est telle que 𝑉𝑛 = 𝐴𝑛 × 𝑉0.

4. En déduire une expression 𝑈𝑛 en fonction de 𝑛.

𝑈𝑛 = 𝑉𝑛 + 𝐶 = 𝐴𝑛 × 𝑉0 + 𝐶 =
2𝑛 0

𝑛2𝑛−1 2𝑛
2
1

+
−4
6

= 2𝑛+1 − 4
𝑛2𝑛+1 + 6

.
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Soit (𝑈𝑛) une suite de matrices colonnes telle que, pour tout

entier naturel 𝑛, 𝑈𝑛+1 = 𝐴𝑈𝑛 + 𝐵 avec :

𝑈0 =
1
2

, 𝐴 =
3 2
0 3

et 𝐵 =
2
1

1.  Déterminer une matrice 𝐶 telle que 𝐶 = 𝐴𝐶 + 𝐵. 

2.  On pose 𝑉𝑛 = 𝑈𝑛 − 𝐶.

Montrer que pour tout entier naturel 𝑛, 𝑉𝑛+1 = 𝐴𝑉𝑛.

3.  Exprimer 𝑉𝑛 en fonction de 𝑉0. 

4.  En déduire que 𝑈𝑛 = 𝐴𝑛(𝑈0 − 𝐶) + 𝐶. 

5.   

(a) Démontrer que, pour tout entier naturel 𝑛 : 

𝐴𝑛 = 3𝑛 2𝑛 × 3𝑛−1

0 3𝑛
.

(b) En déduire une expression de 𝑈𝑛 pour tout 𝑛 ∈ ℕ. 

Exercice 23 page 128 Exercice 24

Soit (𝑈𝑛) une suite de matrices lignes telle que, pour tout entier

naturel 𝑛, 𝑈𝑛+1 = 𝑈𝑛𝐴 + 𝐵 avec :

𝑈0 = 2 1 , 𝐴 =
0 −1
1 1

et 𝐵 = 1 2 . 

1.  Déterminer la matrice 𝐶 telle que 𝐶 = 𝐶𝐴 + 𝐵. 

2.  On pose 𝑉𝑛 = 𝑈𝑛 − 𝐶.

Montrer que pour tout entier naturel 𝑛, 𝑉𝑛+1 = 𝑉𝑛𝐴.

3.  Exprimer 𝑉𝑛 en fonction de 𝑉0. 

4.  En déduire que 𝑈𝑛 = (𝑈0 − 𝐶)𝐴𝑛 + 𝐶. 

5.   

(a) Calculer 𝐴2, puis 𝐴3. En déduire 𝐴6.

En déduire 𝐴𝑛 en fonction du reste de la division

euclidienne de 𝑛 par 6.

(b) Déterminer la matrice 𝑈57. 
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Exercice 25 page 129

Soit les suites réelles (𝑥𝑛) et (𝑦𝑛) telles que :

ቊ
𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 + 𝑦𝑛 + 1
𝑦𝑛+1 = −2𝑥𝑛 + 4𝑦𝑛 + 3

1. Soit 𝐵 =
1
3

et, pour tout 𝑛 ∈ ℕ, 𝑋𝑛 =
𝑥𝑛
𝑦𝑛

.

Déterminer la matrice 𝐴 telle que 𝑋𝑛+1 = 𝐴𝑋𝑛 + 𝐵.

2. (a) Montrer que 𝐼 − 𝐴 est inversible.

Calculer (𝐼 − 𝐴)−1.

(b) Déterminer la matrice 𝑋 telle que 𝑋 = 𝐴𝑋 + 𝐵.

(c) Étudier la convergence de (𝑥𝑛) et (𝑦𝑛).

3.  Soit (𝑉𝑛) la suite de matrices définie par 𝑉𝑛 = 𝑋𝑛 − 𝑋.

Montrer que, pour tout entier naturel 𝑛, 𝑉𝑛 = 𝐴𝑛𝑉0.

4. (a) Justifier que 𝑃 =
1 −1
1 −2

est inversible. 

(b) On note 𝐷 la matrice définie par : 𝐷 = 𝑃−1𝐴𝑃.

Donner une expression de 𝐷𝑛.

(c) En déduire une expression de 𝐴𝑛. 

5. Pour 𝑥0 = 1 et 𝑦0 = 2, que peut-on dire de la 

convergence des suites (𝑥𝑛) et (𝑦𝑛) ? 


