Nombres complexes
Point de vue algébrigue et polynémes

I. Ensemble des nombres complexes

Théoreme — Ensemble des nombres complexes
Il existe un ensemble noté C appelé ensemble des nombres complexes qui posséde les propriétés

suivantes :

o CCONtieNt ..ot :

« il contientun nombre tel que ... e e e e el

o ilestmuni dUNE  cieeeeiniiniieiieiniiniieeieeniintiaceecscnsencacnns qui ont les mémes
................................... que dans R, I’ensemble des nombres réels.

Exemples
3 . Yy
« Lesnombres —1;0; " :v/2 sont des nombres ......... donc ce sont aussi des éléments de ...

« A l’aide du nombre i et de la multiplication : —i;2i ;+/2i.. sontaussi.............. .
« Avec les additions, les nombres suivants sont aussi dans C: —1 + i ; V2 + 2i.

Définition — Ecriture algébrique

Tout nombre complexe peut s’écrire sous la forme : ......... ... ceo ver vev v oo @VEC @, b € R.
Cette écriture st apPele cueuererereieieiiieieeninenncnnnns de z :
* @ eStaPPEIEe weuiiiniiiiiiiiiieneeaes de z, notée Re(z).
o b estappelée coviieiniiiininiiiieininenans de z, notée Im(z2).
Remarques
*Lorsque Im(z) =0, z=a est...............
* Lorsque Re(z) =0, z=Db estappelé ...ccceveveviieiennnnnnnnn.

» Meéthode 1 — Déterminer la forme algébrigue d’un nombre complexe (page 15)

Théoréme
Soient z; = a; + ib, et z, = a, + ib, deux nombres complexes :

Z1=ZZ¢>{ ............

L’ écriture algébrique d’un nombre complexe est .o.eeveennnnn.

Démonstration
Soient z; = a; + ib; et z, = a, + ib, deux complexes tels que z; = z,.

Exemple
Soitz=2x—-1+i(3—y), x€R etyE[Ri un complexe.

ON @ Z = 0 SiBESEUIBIMIEINT SI wvv cve cer ce er eee een een een een een een een eee eee eee eee vee eee eee aee eee vee aee eae vee ee ee ee ee vee eee oo

> Meéthode 2 — Utiliser I’égalité de deux nombres complexes (page 15)
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I1.Opérations dans C

Théoreme — Addition et multiplication
Soit z; et z, deux nombres complexes tels que z; = a; + ib; et z, = a, + ib, avec
a, ,a,, by, b, des nombres réels.

Démonstration

Remarque
Dans la pratique, on se passe aisément de la formule en calculant avec les régles habituelles.

» Meéthode 3 — Calculer la somme te le produit de deux nombres complexes (page 17)

Définition - Opposeé

Pour tout nombre complexe z, il existe un unique nombre complexe z' tel que ... ... .. e vee et v

z' est appelé opposeé de z et on le note ............
Si z=a+ib avec a et b deux nombres réels, alors —z = ...... e v vev ve ver cen e

Exemple
Siz=2-7ialors —z= ................

Définition — Soustraction
Soit z; et z, deux nombres complexes tels que z; = a; + ib; et z, = a, + ib, avec
a,,a,, by, b, des nombres réels.

Alors z; — z, estdéfini par ......... oo BLON A Z1 — Z = oot vt vee ces e e e e e e e e e

Exemple

Définition - Inverse
Pour tout nombre complexe z non nul, il existe un unique nombre complexe z’ tel que
z' est appelé inverse de z, eton le note ............ .

- . , 1
Si z=a+ ib avec a et b deux nombres réels et z = 0, alors — T

Démonstration

Exemple

Si 2y = 24 31 AI0FS 2= oo s s s e e

Définition - Quotient

Soit z et z' deux nombres complexes tels que z’ # 0. Alors 5 est défini par ... oo v v e

N

> Meéthode 4 — Calculer ’inverse et le quotient de nombres complexes (page 17)
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I11. Conjugué d’un nombre complexe

Définition — Conjugué d’un nombre complexe
Soit z un nombre complexe tel que z = a + ib avec a et b deux nombres réels.

Alors le conjugué de z, noté ..........., est le nombre complexe défini par ... ...... ..o e vs cen e

Exemple
Le conjugué de z = 3 4 20 €St .. ceevee ver e et e e

Propriétés — Propriétés du conjugué
1. z4Z= i

g~ wN
N
m
=
0

Démonstration

Propriétés - Opérations avec les conjugués
Soient z et z'deux nombres complexes.

1
1) =z= ...... 4)Siz#0, (E>=
- 7 Z _
2) z+z = ... 5 Siz" #0, (;)—
3) zxZ' = ... 6) z" = .....,nentier naturel

Démonstration

Exemple
Démontrons que S = (1 +i)° + (1 —i)> est un nombre réel.

SER e S=S§

> Meéthode 5 — Déterminer et utiliser le conjugué d’un nombre complexe (page 19)
» Meéthode 6 — Résoudre une équation faisant intervenir z et z' (page 19)
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IV. Equations du second degré
Propriétés — Résolution d’une équation de la forme z% = a
Pour tout nombre réel non nul a, 1’équation z? = a admet deux racines dans :
e Sia>0,lesracinessont ......... et e

* Sia<0,lesracinessont ............ <] AT

Exemples
Les solutions de : z2 = 16 SONt .. cv vv cv v e

Les solutions de z? = —5 dans € SONt ... .......c.eecer ver ees vev eev oov e (aloTS que cette équation n’a aucune

Propriétés — Résolution dans C d’une équation du second degré a coefficients réels
Soit az? +bz+c=0,a€eR*, beRet c € R

A = b? — 4ac le discriminant de cette équation.
o STA=0,18qUation @ ......c.ouviniiriit it e et e e e e e e e
S A O e | F: 5 o) s - U S

* A <0, ’équation a deux solution dans... ... ... e oo QUISONE L. ;

o SIiAF0,alOrs AZ% - DZ 4 C = v ooe e e et et et e e e e e e e

Démonstration

Remarque
= Toute expression Q(z) = az®>+bz+c, a € R*, b € R et ¢ € R, se factorise dans C et :

Q(2) = az2 +DZ+C= oot e e e et e e

* Q) =az?+bz+c=a(u i es) = Al e iee et e et e e e ) AVEC
S = st P =

» Meéthode 8 - Résoudre une équation du second degré dans C (page 21)
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V. Factorisation et racines d'un polynéme

Définition - Polynéme de degré n a coefficients réels et racine
e Soit n € N. Un polynbme P de degré n a coefficients réels est une expression décrivant sous la
forme :
N o NI o (=1 J 1= =) 1R (=] FS30 (1T
e q estuneracine de P sietseulementsi ... e cervee e e

Propriété - Factorisation de z" — a™ par z — a
Soit n un nombre entier naturel non nul. Soit a un nombre complexe.
Pour tout nombre complexe z,ona: z" —a™ = ........ ... e e eue ... @VEC Q un polynéme de degré
au plus... .. cev vee e e

Démonstration
Pour tout n € N* on considére la propriété P(n): :
«z"—a" = (z—a) x Q(z) avec Q un polyndme de degré au plus n — 1. ».

Initialisation : ...

Heredite : ...

Conclusion : on conclut que pour tout n € N*, P(n) est vraie.

Propriété - Factorisation d'un polynébme par z — a
Soit P un polynéme de degré n et a un nombre complexe tel que P(a) = 0.
Alors pour tout nombre complexe z: P(z) = ..... e e cer ev wen e e @VEC @ UN polyndme de degré au
0] [V T

Démonstration
Soit P un polynéme tel que P(z) = cpz™ + cp1z2™ 1+ -+ 22 + 1z + ¢

> Meéthode 9 — Factoriser un polyndéme de la forme z"™ — a™ (page 23)

Propriété - Nombre de racines d'un polyndme
Un polynéme non nul de degré n admet au plus ... ... ... ...racines.

Corollaire - Nombre de solutions d'une équation polynomiale
Le nombre de solutions d’une équation polyndmiale est ...............ccooviiiiiiiiiinn....

\

» Meéthode 10 — Résoudre une équation de degré 3 a coefficients réels (page 23)
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