Nombres
complexes

Niccolo Fontana Tartaglia Jérome Cardan Raphaél Bombelli Leonhard Euler
(1499-1557) (1501-1576) (1526-1572) (1707-1783)

En 1572, Bombelli dans son
Algebra donne une méthode
pour résoudre les équations
: algébriques de degrés3 et 4
1 i en introduisant la notation

3,

A la Renaissance, une querelle oppose Tartaglia
et Cardan concernant la résolution générale des

En 1748, Euler énonce
laformule de Moivre,

™p.237

équations du 3° degré, publiée par Cardan dans les formules d'Euler
son Ars Magna (1545). et l'identité d’Euler.
x p. 237 et 241 Ilintroduit le symbole i.

1p.238

Mon parcours au lycée

® O

Dans les classes précédentes... En Terminale...

= J'ai étudié certains ensembles de Je vais découvrir de nouveaux nombres
nombres et leurs propriétés: N, Z, I, @, R. (ensemble des nombres complexes C),

= J'ai résolu des équations du 2™ degré étudier leurs propriétés algébriques et

dans I'ensemble des réels [. leurs applications géométriques.
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Chapitre ~ Nombres complexes : point de vue algébrique et polynomes p. 10

Chapitre ~ Nombres complexes : point de vue géométrique

etapplications ... p. 42
Carl Friedrich Gauss Jean-Robert Argand Félix Klein Benoit Mandelbrot
(1707-1783) (1768-1822) (1849-1925) (1924-2010)

tes

A \ A A Ve
En 1799, Gauss soutient sa €n 1806, Argand publie En 1872, Klein Au xx®siécle, les nombres
thése de doctorat : « Tout son Essai sur une maniére énonce une complexes sont trés présents
polyndme non constant, de représenter les maniére d'étudier la en physique (phénoménes
a coefficients complexes, quantités imaginaires géomeétrie a travers ondulatoires), en économie
admet au moins une dans les constructions des similitudes (phénoménes cycliques,
racine complexe ». Par la géomeétriques et introduit directes du plan fractales de Mandelbrot) ou
suite, il s'intéressera aux la forme algébrique. complexe. encoreenart.
polyganes réguliers. “ p. 237 £ Dicomaths PYP: I WA Dicomaths [ 21

Y Dicomaths [FE L

Domaines professio

Un-e ingénieur-e en physique utilise les nombres complexes pour représenter un phénomeéne ondulatoire :
mécanique (oscillations), électrique (impédances, filtres passe-haut etc.) ou optique. De maniére générale
ces calculs servent pour la modulation et la démodulation dans les télécommunications.

Un-e acousticien-ne étudie les phénoménes acoustiques d’une salle en utilisant des calculs avec des
nombres complexes.

Un-e ingénieur-e dans le domaine de I'audioprothése fait de méme en optimisant les prothéeses auditives.

Un-e économiste peut modéliser un cycle de croissance ou un cycle de prix grace aux nombres complexes.
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Les premiers nombres, utilisés pour compter, étaient les entiers
naturels. Ces nombres ne permettent pas de résoudre toutes
les équations. Jusqu'en classe de Premiére, le plus grand ensemble
de nombres étudié est I'ensemble des réels. Au XVI® siécle, un
nouvel ensemble de nombres, qui n'est pas inclus dans R, est créé :
I'ensemble des nombres complexes.

Aujourd’hui, les nombres complexes sont largement utilisés,
notamment par les physiciens pour étudier des phénoménes
accoustiques.

Histoire des nombres complexes
lienmini.fr/maths-e01-01

Peut-on trouver deux nombres tels
que leur somme soit égalea 10
et leur produit soit égal a 40 ?

-
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m Les rendez-vous
Prérequis

iminfimatecoro  DESAIMAth

19 Réduire une expression

Développer et réduire les expressions suivantes.
aA=2+3x+(1-x

b)B=(2+3x)-(1-x

v Utiliser la distributivité

Développer et réduire les expressions suivantes.
a)A=2x%x(1-2x)

b) B=(4+ 2x)x (3 - 3x)

tPCalculer avec des racines carrées
1. Ecrire les expressions suivantes sans racine carrée au dénominateur.

1
V=7
W2
W67

2. En multipliant le numérateur et le dénominateur par 1- J2 écrire I'expres-

. . . . . . 1
sion suivante sans racine carrée au dénominateur : C = W
+

3. En utilisant une méthode similaire a celle de la question 2., écrire l'expres-

y ; : : : : 1
sion suivante sans racine carrée au dénominateur : D = m

” Y Calculer un discriminant

Calculer le discriminant de chaque trindbme ci-dessous.
a)2x2+3x+5

b) 4x2 - 20x + 25

c)2x?-4x-2

d)-2x?-4x-2

=) Déterminer la forme canonique d’un trinéme
Déterminer la forme canonique des fonctions suivantes.
a)flx) =x2-6x+5

b) g(x) =3x? +9x + 18

) Résoudre une équation du second degré
Résoudre dans R les équations suivantes.
a)3x2-9x-12=0

b) 2x2 +5x+7=0

1
c)2x2 —2x+5=0

d-x2-x+2=0

© Magnard - Viaémfg&ﬁéﬂq}ﬂgmﬁépoint de vue algébrique et polyndomes

11



Activites

10 - min

n Faire le point sur les ensembles de nombres

1. Recopier et compléter le schéma ci-dessous, en déterminant I'ensemble de nombres correspondant
(par exemple on notera R pour I'ensemble des réels).

2. On considére I'équation suivante : x + 3= 2.
a) Déterminer les solutions de cette équation dans I'ensemble des entiers naturels.
b) Déterminer les solutions de cette équation dans I'ensemble des entiers relatifs.

2. On considére I'équation suivante : 2x+ 1=0.
a) Déterminer les solutions de cette équation dans I'ensemble des entiers naturels.
) Déterminer les solutions de cette équation dans l'ensemble des entiers relatifs.

c) Déterminer les solutions de cette équation dans I'ensemble des réels.

4. On considére I'équation 2 + 1 =0.
Déterminer les solutions de cette équation dans I'ensemble des réels.

= Cours1p. 14
% J

Histoire des maths ___ 20.% min

ﬂ Decouvrir une approche historique

On veut trouver deux nombres tels que leur somme soit égale a 10 et leur produit soit égal a 40.

% Au milieu du XVI¢ siécle, Cardan donne des solutions de l'¢quation correspondant

ace probléeme:5 +,/~15 et5- [-15.

Il nomme ces quantités « quantités sophistiquées ».
Plus tard, au XVII® siecle, Descartes les nommera « quantités imaginaires ».
Au XVIII¢ siecle, Euler introduit une nouvelle notation :il pose i le nombre tel que i2 =-1.

Cardan
1. Montrer que le probléme peut se traduire par I'équation x x (10 —x) = 40.

2. Résoudre cette équation dans R.

3. En admettant que les quantités 5+ ,/—15 et 5 — ,/—1 5 de Cardan existent, montrer qu'elles vérifient bien
I'¢quation. Pour cette question, on généralise la regle suivante a tous les nombres réels : Jax+a=a.

4. On pose ile nombre tel que iZ=-1.
a) En déduire que i est solution de I'équation x2 + 1 =0.
b) Déterminer la valeur de i*.

5. En utilisant le nombre i, déterminer un nombre qui :
a) élevé au carré est égal a -4. b) élevé au carré est égal a -2. c) élevé au carré est égal a-15.

6. En utilisant le résultat de la question 5. ¢}, réécrire les solutions proposées par Cardan en utilisant
le nombre i.

“ Cours1p. 14
S ey
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25§ min

B Calculer avec des nombres complexes

A» Addition et multiplication

1. Développer et simplifier les expressions suivantes :A=(3-2x) + (-2 +x) et B=(3 - 2x) X (-2 + x).
2. En utilisant i2 = -1, développer et écrire les expressions suivantes sous la forme a + ib avec a et b deux réels,
C=(3-2)+(-2+i)etD=(3-2i)x (-2 +i).

3. Soit z et 2’ deux nombres complexestelsque z=a+ibetz'=a’ +ib’ avec a, b, a’ et b’ des réels.
Ces écritures sont la forme algébrique des nombres complexes zet z'.

Développer et écrire les expressions suivantes sous la forme A +iB avec A et B deux réels.
E=z+z' ;F=z-ZetG=zx2,

Be Inverse

1. a) Déterminer la forme algébrique de (2 —i)(2 +i).

b) En multipliant le dénominateur et le numérateur par 2 — i, déterminer la forme algébrique de H = ZL
+i

2. Soit a et b deux réels.
a) Déterminer la forme algébrique de (a +ib)(a - ib).

b) En multipliant le numérateur et le dénominateur par a - ib, déterminer la forme algébrique de H = ™
a+i

“» Cours 2 p. 16
A i

10 min

~

u Découvrir le conjugué d’un nombre complexe

Soit zun nombre complexe tel que z=a + ib aveca et b deux réels.
On appelle conjugué de z, le nombre complexe noté z défini par z = a-ib.

1. Déterminer laforme algébriquede z+Zz,z-Z et z X Z.

2. Déterminer une condition sur zet z pour que :
a) z soit un nombre réel.
b) z soit un nombre imaginaire pur.

) Cours3 p. 18
e L)

Zamin

B Résoudre des equations du second degre

1. On veut résoudre lI'équation suivante : 2 + 4 = 0.

a) Résoudre cette équation dans R.

b) Ecrire 2 + 4 sous la forme x2 — ¢ avec c un nombre complexe.

¢} En utilisant une identité remarquable, factoriser x2 + 4.

d) En reconnaissant un produit nul, résoudre dans C l'équation x2 + 4 =0.

2. On veut résoudre dans C I’équation suivante : x2 + 2x+ 10 =0.

a) Soit fla fonction définie sur C par f(x) = x2 + 2x + 10. Déterminer la forme canonique de f.
b) Ecrire f(x) sous la forme (x + c)2 — d? avec c et d deux nombres complexes.

¢) En utilisant une identité remarquable, factoriser f(x), puis résoudre fix) = 0 dans C.

~» Cours & p. 20
LY /
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o Ensemble des nombres complexes

L Ensemble des nombres complexes

Il existe un ensemble, noté C, appelé ensemble des nombres complexes ayant les propriétés suivantes.

» C contient 'ensemble R des nombres réels.
e |l existe un élément de C, noté i, tel que i2=-1.

* C est muni d’'une addition et d'une multiplication qui ont les mémes propriétés que I'addition
et la multiplication dans R.

I Exemples
Les nombres 3; 5 et i appartiennent a C. Les nombres 3 + i et 5i appartiennent a C.

Ecriture algébrique

Tout élément z de C s'écrit de maniére unique sous la forme a +ib avec aet b deux réels.
Cette écriture s'appelle la forme algébrique de z

* g est la partie réelle de z. On note a = Re(z).

e b est la partie imaginaire de z. On note b =Im(z2).

= Remarque
Sia=0(soit Re(z) =0),on a z=ib. On dit que zest imaginaire pur.
Lensemble des nombres imaginaires purs est noté iR.

Sib=0(soit Im(z) = 0),on a z= a. Alors zest réel.

Exemples
(1) Soit zle nombre complexe tel que z = 4 - 2i. Alors Re(2) = 4 et Im(2) = -2.
(2) Soit z' le nombre complexe tel que 2 = 3i. Alors Re(z’) = 0 et Im(2/) = 3. 2’ est imaginaire pur.

e Egalité dans C
Soit z et 2’ deux nombres complexes tels que z =a +ibet 2 =a’ +ib’avec a, b, a’ et b’ des réels. Alors

, a=a’
=z'&
zZ=z b=b’

(> Remarque Ce théoréme assure l'unicité de lécriture d'un nombre complexe sous forme algébrique.

® Démonstration

Sia=d'etb=b'alorsz=a+ib=a’+ib'=z2.

Réciproquement, siz=2/,alorsa+ ib=a’+ib’. Donca-a’ =i(b’ - b).
Supposons parl'absurde que b= b'.

!

a-a .
Alorsona -~ =1
b'-b

_a"

€ R.Donci € R. Cela est absurde. Doncb=b'.

Ora,d’, b, b’ sontdes réels, donc Z’

Par conséquenta-a’=0, soita=d’.

Conséquences de I'égalité dans C

Soit zet 2’ deux nombres complexes tels que z=a+ibetZ’=d +ib’aveca, b, d et b’ des réels.
ezzzazd oubzb’ ez=0&a=0etb=0 ez20&az=00ubz0

© Magnard - Vidéoprojection interdite



W Lesrendez-vous
Méthodes PR T
leminiifmathscotoz  2E2SAMALH m

-----------------------------------------------------------------------------

Enoncé
Pour chaque nombre complexe ci-dessous, déterminer sa forme algébrique, sa partie réelle et sa partie imaginaire.
a)z=3i-4+2i-1 b) 2’ = 3i- 5i + 0,5i

m ________________ Conseils & Méthodes |

a)z=—4-1+3i+2i=-5+5i ﬂ : ﬂ Déterminer la forme algébrique d'un nombre complexe, :

Donc Re(z2) = -5 et Im(z2) = 5. cest |'écrire sous laforme a +ib.

b)z’ = 3i—5i+0,5i=(3-5+0,5)i =-1,5i . aestla partieréelle et b estla partieimaginaire. -
Done Re() = Detim(z)=~15 ¢ F1Si zet 2 sontdeux nombres complexes, alors z+2' =2 + 2z ©
Attention, si z=a +ib avec a et b deux réels, alors Im(z)

est égal abetnonib.

-----------------------------------------------------------

Pour chaque nombre complexe ci-dessous, déter- ﬂ Pour chaque nombre complexe ci-dessous, déter-
miner sa forme algébrique. miner sa partie réelle et sa partie imaginaire.
a)z=-4+i+2-i b)z=5+ixi-4 a)z=5i-4+i b) z=2-i?

) Exercices37a4lp. 28

yode
Eﬂ Utiliser I'égalité de deux nombres complexes

.................................................

Enoncé ; -
...... Conseils & Méthodes ooess

1. Déterminer les valeurs desréels x et ytels que (-1 + 2 +i(1 + ) =2 + 3i.
Re(z)=Re(z")

2. Déterminer les valeurs des réels x et y tels que (x +)) +i(2x -y +4) = 0. z=z" & {Im(z} —im(z’y

N soiution § © Etsionaz=a+ibaveca

et bdeuxréels, alors a=Re(z)

~1+2x=2 »
1.(=1+2x) +i(1 +_1,r)=2-1-3i¢:>{l+ _3 ﬂ ¢ etb=Im(z).
J= ﬂRésoudre ensuite le systéme de
=3 : " "deux équations a deux inconnues. ¢
o _; e ¢ []0=0+0i,doncRe(0) =0 :
y= : etim(0)=0. :
3 ®eescescsssessassesracescessensrssense .
Doncx=-ety=2.
2
4
2.(x+9)+i(2 +4=0 Ary=® & i = g = y=§
. X = =
J J 23 gm0 M |22 on) et = [tk oA
3
Donc x = -+ ety:i.
3 3
Déterminer les valeurs des réels x et ytels que: IE Déterminer les valeurs des réels xetytels que:
(x+2)+ilx+y-1)=5-2i (2x+y) +ilx+y-1)=0.

= Exercices 42 ablb p. 28
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e Opérations dans C

Addition et multiplication

Soit z et 2’ deux nombres complexes tels que z=a+ibet 2’ =a’ +ib’aveca, b, a’ et b’ des nombres réels
@®z+Z=(a+a)+ib+b) ®@2zx 2 =(ad’ - bb) +ilab’ + a’b)

® Démonstration

Laddition et la multiplication suivent les mémes régles de calculs que dans .

Mz+Z=(a+ib)+(a +ib)
=a+ib+a’ +ib'
=a+d +ib+ib'
=(@+a)+ib+b")

@)zxZ=(a+ib)x(a +ib)
=axa +axib’ +ibxa +ibxib'
=ad +iab’ + id’b +i%bb'
=ad +iab'+ia'b- bb’ cariZ=-1
= (aa’ - bb') +ilab’ + a’b)

Pour tout nombre complexe z, il existe un unique nombre complexe 2 tel que z+ 2’ =0.
Z est appelé opposé de z et on le note -z.

Siz=a +ib aveca et b deux nombres réels, alors -z = (-a) + i(-b).

I Exemple
Siz=2-7ialors-z=-2+7i.

m Soustraction

Soit z et 2’ deux nombres complexes tels que z=a+ibet 2’ =a’ +ib"aveca, b, a’ et b’ des nombres réels.
Alors z- 2’ est défini par z + (-Z) et ona z- 2’ = (a- ) +i(b - b").

IExempIe
Siz=2+3ietz =-4+2,alorsz-z =(2-(-4)+(3-2)i=6+1.

ENGE Inverse

Pour tout nombre complexe z non nul, il existe un unique nombre complexe z’tel que zx 2" = 1.
Z estappelé inverse de zeton le note 1.
z
1 a
Siz=a+ibaveca et b deux nombres réels et z= 0, alors — >

= =1 .
z a+b? | al+b?

Démonstration

Soit 2 un nombre complexe non nul tel que z= a + ib, avec a et b deux réels.
Alors 1__ 1 _ a-ib a-ib _ a-ib a : b

= = = —ix
z a+ib (a+ib)x(a-ib) a?-(ib)2 a?2+b2 ag?+b?

a2 +b?

Exemple ) _ )
ISiz:2+3i,alorsl: LI = N :2_3':i_ii_
z 243 (2+3i)2-3i) 22-92 13 13 13

Quotient

Soit z et 2’ deux nombres complexes tels que 2’ # 0. Alors f’- est défini par z x l;
z

16 © Magnard - Vidéoprojection interdite



Méthodes
lignminifr/ maths-=01-03

Les rendez-vous
Sesamath

-------------------------------------------------------

Enoncé

=

------------------------------

On considére les deux nombres complexes : 2, =5 - 2iet z, =-2 + 4i.
Déterminer la forme algébrique des nombres complexes suivants.

a)z, + 2, b) 4z, )z, X3 d) 22
ll Solution | BB Conseils & Méthodes  JRNNNN
a)z, +2,=5-2i+ (-2 +4i) b) 4z, = 4x (5 - 2i) ¢ fLaformealgébrique esta +ib avec @
. . a et b deux réels. -
=3+2Iﬂ =20-8|ﬂ .
_ _ : ﬂOn développe comme dans R.
€) 2, X 2, =(5-20) X (-2 + 4) d) 22 = (5 -2i)x (5 - 2i) ﬂ o
=-10 +20i + 4i - 8i2 = 25— 10i— 10i + 4i2 : ﬂ' -
=-10+20i+4i+8 H ~25-10i-10i -4 ﬂ7’2=zxz
=-2+ 24 =21=20i = “esssssssssessscccsscescesscsssesssans®

Soit z, = -2+ 3i et z, = -3 + 2i. Déterminer la forme
algébrique des nombres complexes suivants.

a)z, - z, b) -3z, ) 222

Enoncé

1. Ecrire le nombre complexe suivant sous forme algébrique : 2, =

2. Résoudre dans C I'équation suivante : (5-i) x z-i=i.On do
IR T
z, 2 2ix(-2) -4% 4 2 _
2.(5—i)><z—i=i¢=>(5—i)xz=2iﬁz=%
—i
2ix(5+1) 10i +2i2
— e
“ (5-i)5+1i) ﬂﬁ 25 - i2 ﬂ
10i-2 -2 +10i 1. 5.
et = =———]
25+1 26 13 13
DoncS:{-l+-5—i}.
13 13

Ecrire sous forme algébrique les nombres complexes
suivants.

a) z, = 1

1
3+i Mig=s

ﬂ Déterminer la forme algébrique des nombres com-
plexes suivants.

a)(3-i)x(4+2i) b)(5-i)x(5+1)

) Exercices 45353 p. 28

2’
nnera la ou les solution(s) sous forme algébrique.

..........

..........

Si z=a +ib, pour écrire linverse de z
sous forme algébrique, il faut multiplier le
numérateur et le dénominateur par a - ib.

Pour résoudre I'équation, chercher
aisoler I'inconnue ().

Le dénominateur est 5 - i. Pour écrire
le nombre complexe sous forme
algébrique, multiplier le numérateur et
le dénominateur par 5 +i.

ﬂ(a~b}(a+ b)=a’-b2

L T

n Résoudre dans C les équations suivantes. On don-
nera la solution sous forme algébrique.
a)(1-i)z=1+i b) (5 +3i)z-2=i

“» Exercices 54 a 61 p. 29

© Magnard - Viaé&ﬂB}H&ﬁéﬂmmﬁepﬂi“t de vue algébrique et polynémes



18

o Conjugué d'un nombre complexe

m Conjugué d'un nombre complexe

Soit zun nombre complexe tel que z=a +ib, aveca et b deux nombres réels.
Alors le conjugué de z, noté z, est le nombre complexe défini par 2 = a - ib.

¢ Exemple Leconjuguédez=3+1,5iestz =3-1,5i

Propriétés du conjugué

Pour tout nombre complexe z,0ona:
@z +Z =2Re(2) @)zERS 2=2 ®z=2
@z-Zz=2ilm() @z€iRe2=-%

¢ Démonstration

Soit z=a+ ib avec a et b deux réels.
(1)z+Z=a+ib+a-ib=2a=2Re(z)
(2)z-z=a+ib-(a-ib)=a+ib-a+ib=2ib=2ilm(zg)
(3)zER=IM(z)=02im(z)=02z-2=02=2
() z€IRRe(z)=0=2Re(2)=02+2=02=-3
(5)Z=a-ib.Doncz=a+ib=z

GG Opérations avec les conjugués

Pour tous nombres complexes zet 2, ona:

@ z=-z @z+5=2+% ® zxz'=Zx7
o ’ 7
(&) pour tout entier naturel n, ®)Siz#0, (l)=é ®Siz+0, (i)=zr
2" =(2)" S e

Soitz=a+ibetZ =a’ +ib"avec a, b, d et b’ des réels. Démonstration :
(2)D'unepart,z+2 =a+a’+ilb+b),doncz + z’=a+a -ib+b). prokakamte sl )

D'autrepart,2+?:a—ib+a’—ib’:a+a’—i(b+b’}. @DLJEN
Doncz+z =Z +z .

(3)D'une part, zx Z = (ad’ - bb') + i(ab’ + a'b), donc z x z’ = (ad - bb’) - i(ab’ + a’b).
D'autre part, z x z =(a-ib)@ -ib)=ad -iab’ -ia’b +i2bb’ =ad’ - bb’ —i(ab’ + a'b).
Doncz Xz’ =Z X 2.

(&) Pour tout n € N, on considere la propriété P(n): « 2z = (Z)".

Initialisation : pour n=0, 2% = T =1 et(Z)° = 1. Donc 2° = (Z)°. Donc la propriété est vraie pour n= 0.

® Démonstration
O VIDEO &
i

Hérédité : soit n € N. Supposons que P(n) est vraie, c'est-a-dire 2" = (z)".

Montrons que P(n + 1) est vraie, Cest-a-dire 2™ = (z)"*,
2™ = 2" xz=2"xZ =(2)" x Z =(2)". Donc P(n + 1) est vraie.

Conclusion : on conclut que pour tout n € N, P(n) est vraie. Donc pour tout n € I, z_" =(z)".

= 1 1 = —__ 1 1 1
(5)Siz# 0,z2x —=1donczx—=1.Donc zx(—):tsoit (—J::.
z z z z) 2

(6)Siz# 0, (Z—] Z(z'xl]z?x(l]z?x
- v : z

© Magnard - Vidéoprojection interdite
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W Les rendez-vous
Méthodes Y
lienminifrf maths-201-03 SE‘SEI[ | lElth m

iﬂ Déterminer et utiliser le conjugué d’un nombre complexe

........ SEBsssERERERBERRERS snsessssdnanse sessanne anssssssnsans sessnnene

Enoncé
_ U Conseils & Méthodes [

1.Pourtoutz€ C,onpose Z,=z- 2.

a) Déterminer le conjugué de Z, en fonction de zet z. ﬂ Z+Z =Z+2 et-2=-Z

’ ’ _— ’
Doncz-z =z2+(-2)=2 -2

ﬂ? =z

ﬂ Soit z un nombre complexe.
Pour montrer que z est un nombre
réel, on peut montrer que z = 3.
Pour montrer que z est un nombre
imaginaire pur on peut montrer
quez=-zZouz=-2z.

3 3
ﬂzxz =ZXZ

b) Z, est-il un nombre réel, imaginaire pur ou aucun des deux ?
2. Reprendre les questions précédentesavec Z, = z X z.

il Solution

1.8)Z,=2-2=2 - §ﬂ=f-zﬂ

b) Z, = —(z- Z)= ﬂ Donc Z, est un nombre imaginaire pur.
z.a)Z =zxz =zxz [1=Zxz
b)zzz><z=z><z=Zz.Donc22estunnombreréel.

R T e T
B ANE R ISR RN RN RN E RS

" esssssRINsERERRRRIRERERRRERRRRERRRS"

E Montrer que pour tout nombre complexe z non nul, ET Montrer que pour tout nombre complexe z non nul,
1 1 L 1 1
; = E est un nombre Imaginaire pur. — + —est un nombre réel.
z Z

“» Exercices 62a 69 p. 29

node
5ﬂ Résoudre une équation faisant intervenirz et 2

Enoncé
Résoudre dans C les équations suivantes. On donnera les solutions sous forme algébrique.
a)-z=5-i b)2z+Z=3-2i

il Solution B ORI Conseils & Méthodes  ERANIRININ

a)-Z=5-icZT=-5+i ﬂﬁ?:-fﬂi ﬂﬁz:-&-i ﬂlsolerl’lnconnue.

Donc S ={-5-i}.

b) 2z +Z =3-2i ﬂ

Posons z = a+ ib avec a et b deux réels.

2242 =3-2i<2Aa+ib)+(a-ib)=3-2i ﬂ
& 2a+2ib+a-ib=3-2i

ﬂ Pour obtenir zdans le membre de gauche
de I'égalité, on prend le conjugué de chaque
membre. En effet, Z = z.

ﬂ Dans cette équation, on retrouve z et z. On ne
peut donc pas utiliser la méme méthode quela
question a) et isoler l'inconnue.

NN RSB AN I NN R RN IR AR EREE
AR E BRI NN IR IR RN RN RN

©3a+ib=3-2i u5iz=a+ib,alorsf=a‘ib.
30=3 — ’
{ -2 ﬁ { 2 EZ=Z’<¢> RE(Z)_RE(Z,-}'
= = Im(z)=Im(z")
Donc § = {1 - 2i}.

Résoudre dans C les équations suivantes. On don- m Résoudre dans C les équations suivantes.
nera les solutions sous forme algébrique. On donnera les solutions sous forme algébrique.
a) 2z =4 +i b)-3z2 =-2-i a)z-3z=6-2i b)-z+4z=5-7i

“» Exercices70a73 p. 29
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o Formule du bindéme et équations du second degré

LGN Formule du bindme de Newton

- (n
Soit a et b deux nombres complexes. Pour tout entier naturel n,on a (a +b)" = Z( }a*b""‘.
k=0

Pour tout n € N, on considére la propriété P(n) : « (a + b)" = z Démonstration : 4
k=0 lienmini. fr/maths-e01-05  [w]?

® Dé ' '
Démonstration n (n FiE
akb"k», i

0 (0 0
Initialisation : pourn=0,(a+b)%=1et z (k]a"bﬂ"‘ = (O]GObO =1.Donc la propriété est vraie pour n=0.
k=0
n(n
Hérédité : soit n € N. Supposons que P(n) est vraie, cest-a-dire(a +b)" = Y’ (kJa"b”‘k.
k=0

n4lin 41
Montrons que P(n + 1) est vraie, Cest-a-dire (a + b)™1 = Z( Ja"b”*”‘.
k=0
n

(@+b)™ =(a+b)"x (a-+b)= {Z (:Ja"b”‘k] x(a+b)=axy) [:]a"b”"‘ +bx Z(EJakb”‘k
k=0

k=0 k=0

:i n ak+lbn-k+i N kpn—ki
k=0 k k=0 k
n n-l'n n 0 (n

i antipn-n 4 z ak+1pn-k 4 aOpn-0+1 4 z akpn-k+1
n k 0 o2 k

k=0 =1

=g + i( iy akpn-k+1 4 pn+l 4 i(n akbn—k+lzan+l+bn+l+i n + n akpn-k+1
ik =1 Pt k=1 k

k=1

nn+1
=gt + prtl 4 Z( p Ja"b”‘**' (d'aprés la relation de Pascal)
k=1
n

n+1 n+1 n+1 n+lin 41
:( Ja”*'b0+( " Jaob”+'+2( " ]a*b”*‘—k:Z( % ]a*b”*“k. Donc P(n + 1) est vraie.

n+1 k=1 k=0

L)
Conclusion : on conclut que pourtout n € N, P(n) est vraie. Donc pour toutn €N, (a + b)" = z (k)akb”‘k.
k=0

BTN Résolution d’une équation de laforme 22 =a

On considére I'équation 22 = aavec a un réel.
Sia > 0, alors I'équation admet deux solutions réelles : Ja et-a.
Sia <0, alors l'équation admet deux solutions complexes : iﬂ et 'iM'

Résolution dans C d'une équation du second degré a coefficients réels

On considére 'équation az? + bz +c =0, avec g, bet ctrois réels.
Soit A = b? - 4acle discriminant de cette équation.

* Si A> 0, alors équation admet deux solutions réelles distinctes : 2, =% etz, = _b; JK
a
* Si A=0,alors 'équation admet une unique solution réelle : z, = _:’—b
a
) o —b-iJ-A ~b+iy=A
* Si A < 0, alors I'équation admet deux solutions complexes conjuguées: z, = Tet Z,= =~ 9
a

*SiA # 0, alors az? + bz + c =a(z- 2,)(z- 2,).

© Magnard - Vidéoprojection interdite
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.é}\\(’de
=@ Utiliser la formule du bindome de Newton

..........................................................

Enoncé

1. En utilisant la formule du binéme de Newton, déterminer la forme algébrique de (1 +i)*.
2. Soita € R. Pour quelle(s) valeur(s) de a le nombre complexe z = (a + i)? est-il un nombre imaginaire pur ?

B solution oo Conseils & Méthodes _ BRSNNN

44 . F1Appliquer la formule du binéme :
AV k-n—k . .
L1+ ';‘6(;‘)’ i ﬂ 1 ﬂdl‘:New‘(ona\.l'ece.'=1 etb=i :

e ChrCresBehe G ()

sssssssssEns

=TxXIXT+4xIX(D)r6xIx(D+4xIxi+Ix1xTQ :  (p nl 5
— = f-6adis =4 NV T :
el 2] 3 3 3 i DonciP=iZxi=-ieti*=iZxi2=1. .
2. z=(a+i) = kink B =" |a%8 +| " |a'i2 + | |a2i'+| _ |a3i® : :
R{pal g(k}al ﬂ 0 1 2 3 :ﬂAppliquerlaformuledu binéme s
¢~ 'deNewtonavecaetb=i. :

=1xTIx(-)+3xax(-1)+3xa?xi+1xa x 1 ﬂ

Laanad) i +347 “zestun nombre imaginaire pur
=(-3a+a?)+i(-1+3a :

si et seulement si Re(z) = 0.

zestimaginairepurﬁ-30+a3 =0 n@ ax (-3 +O‘2)=0 R S S P e b
e a=0ou-3+a2=0=a=0oua?=3<a=0cua=-+3oua=43
Donc z est un nombre imaginaire pur si, et seulement sia=0ouag=-+3 oua= ﬁ
En utilisant la formule du binéme de Newton, déter- m Soitz € C telque z=(a- i)?,avec a € R. Déterminer
miner la forme algébrique de (1 - i)°. la(les) valeur(s) de a pour lesquels z est un nombre réel.

“» Exercices 74 278 p. 30

---------------------------------------------------------------------

Enoncé
Résoudre dans R puis dans C les équations suivantes. a)z2+10=0 b) 22-4z+5=0
B S olution T Conseils & éthodes SNSRI
2 = 2 = : :
a)2°+10=0¢2°=-10.Dans R, 5= . . On a une équation de la forme z? = aavec a < 0.
DansC, S= {-i\/ﬁ; hfﬁ} ; ﬂ : " "Doncles solutions dans C sont —i\ﬂa et iJ|a_|.
b)A=b2—4ac=(-4P-4x1x5=-4<0 ﬂ : FOnaune équation du second degré a coefficients °
T ¢ "Vréels.Icia=1;b=-4etc=5.0ncommence :
Dans R, S = . Dans C, % ="("4)—"4=2_i par calculer A.
Ead b ﬂA < 0, donc I'équation admet deux solutions :
; : -b-if-A  -b+iJ-A }
(= i - complexes conjuguées: et :
et@=w=2+i.ﬂDoncdanst,S={2-i;2+i}. s R de 2a 2a .
zxz R P W e N Ay T R ¥
Résoudre dans R, puis dans C les équations suivantes. ET3 résoudredans R, puis dans C les équations suivantes.
a)z2-5=0 b)z?2+5=0 z?=-9 a)4z2-20z+25=0 b)2z2-4z+4=0

=) Exercices 79a82p. 30
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o Factorisation et racines d'un polynéme

[RITT Polynome de degré n a coefficients réels et racine

* Soit n € N. Un polynéme P de degré n a coefficients réels est une expression s'écrivant sous la forme :
P(2)=c 2" +¢, 127+ ...+ ;22 +€, 2+ €y avec ¢, €, €y oot € q, €, des réels tels que ¢, # 0.
g est une racine de P si et seulement si P(a) =0.

IOl Factorisation de 2" - a" par z—a

E

Soit n un nombre entier naturel non nul. Soit a un nombre complexe.
Pour tout nombre complexe z,0on a: 2" - a" = (z- a) x Q(z) avec Q un polynéme de degré au plusn - 1.

p Démonstration O VIDEO EEE
Tt

Pour tout n € N, on considére la propriété P(n) : Démonstration 2B
lignminifr/maths-c0%-06  [8]Sgees

« 2N —a" = (z-a) x Q(z) avec Qun polyndéme de degré au plus n - 1. ».

Initialisation :pourn=1,z'-a' =z-a=(z-a) x Q(z), avec Q(z) = 1.

Qest un polynéme de degré 0. Donc la propriété est vraie pour n=1. i

Hérédité : soit n € N". Supposons que P(n) est vraie. Montrons que P(n + 1) est vraie, c'est-a-dire :

«z™1 - a™ = (z- a) x R(z) avec R un polynéme de degré au plus n.».

2@ = zx 2" -a™ = zx[a" + (z-a) X Q(z)] - @™ avec Q un polynéme de degré au plus n - 1
=zxa" +z(z- a)xQz) - a™' =a" (z- a) + 2(z— a) x Qz) = (z- a) x [a" + zx Q(2)]
=(z-a) % R(z) en posant R(z) = a" + zx Q(2).

Qest un polyndme de degré au plus n— 1, donc R est un polynéme de degré au plus n.

Donc P(n+ 1) est vraie.

Conclusion : on conclut que pour tout n € N, P(n) est vraie.

LGl Factorisation d’un polynéme par z-a
Soit P un polyndme de degré n et a un nombre complexe tel que P(a) = 0.
Alors pour tout nombre complexe z: P(2z) = (z- a) X Q(z) avec Q un polynéme de degré au plusn- 1.

¢ Démonstration
VIDEO EieE

Soit Pun polynéme tel que Pz) = ¢, 2" +¢, 2™ + ... + 2+ ¢, Démonstration A
lienminifr/maths01-06  [i]

P(z) = P(2) - P(a) car P(a) = 0.

P=cz"+c, 2+ ... 402+ qz+ - (g a' +c, @ + . Hoa? +cat o).

P =c (2 -a" +c, (" -a") +...+ (@ -a) +c,(z-a)

P(z)=c (z-a)Q.(2) + ¢, , (z-a)Q,_,(2) +... + ¢,{z- a)Q,(2) + c,(z~ a) d'aprés la propriété précédente, avec

Q,, ..., Q, des polynémes de degré au plusn - 1.

P2) = (2~ )i, Qu2) + Cp1Qpy(2) + ... + Q52 + )] = (2 ~)Q(2)

en posant Q(z) = ¢,Q,(2) +¢,_,Q,_4(2) + ... + ¢;Q5(2) + ¢;. Q est un polyndbme de degré au plus n - 1.

GG Nombre de racines d’un polyndme

Un polynéme non nul de degré n admet au plus n racines.

? Démonstration “» Apprendre a démontrer p. 26 Elii%gE
Démonstration i e

: ’ . ; ; ; lienmini fr/maths-e01-07

(CIGETCE Nombre de solutions d'une équation polynomiale -

Le nombre de solutions d'une équation polynémiale est inférieur ou égal a son degré.

© Magnard - Vidéoprojection interdite
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yode
in Factoriser un polynome de la forme 2" - a
Enoncé

Factoriser z* - i* par (z - i).

TR RO Conscils & Méthodes _ SRR

23~ =(zg-i)(az® + bz +0) ﬂ ﬂzﬂ -a"= (z- a) X Q(z) avec Qun polynéme
Or (z-i)az? + bz + ¢) = az> + bz? + cz—iaz? - bz - ic ﬂ de degréauplusn-1=2carn=3.

=az3 +(b-ia)z2 + (c-ib)z-ic ﬂ Développer l'expression, puis identifier les

sBBEBRBERRENS

a=1 a=1  fa=1 a=1 B R R T
b-ia=0 b=ia b=i b=i
; ; e Rl s
Par identification : c—ibeb — i 3 e 3 c=-JiDﬁzsr;;::53 iP=(z-iX22+iz-1).
—ic=—i3 c=i? c=-1 c=-1
Factoriser z3 - 23 par (2 - 2). | m Factoriser 22 — (3i)3 par (z - 3i).

“» Exercices 83a88p. 30

aode
5 Résoudre une équation de degré 3 a coefficients réels

L N R R e R R R R PR R RS RN YY)

Enoncé
On considére I'équation z* - 222 + z-2=0.
1. Vérifier que 2 est une solution de I'équation.
2. Déterminer toutes les solutions de I'équation dans C.

B solution § OO Conseils & Méthodes IR

3 2 - . [ .
1.2°-2x2%+2-2=0.Donc 2 est une solution de |'équation. ﬂPour résoudre une équation de degré 3 dont
2.2%— 222 + z-2 est un polynéme de degré 3. ﬂ on connait déja une solution, factoriser afin
Pourtoutz € C,23-222 + -2 = (z-2)(az2 + bz + ) ﬂ de se ramener a un produit nul.

2
(z2-2)az2 + bz + ¢) =az® + bz + cz-2az? - 2bz - 2¢ H 7-22%+ &= 2un prflynbme d? d?gré 3et2
. est une racine. D'apreés la propriété du cours,
=az® + (b-2a)z%+(c - 2b)3 - 2¢ onaz’-222+z-2=(z-2)xQ(z) avecQ

T N T
B E SR NSNS EEERENRRENERRRES

a=1 a=1 a=1 un polynéme de degré au plus 2 soit
s b-2a=-2 b=-2+2a b=0 Qlz)=az* +bz+c.

Par identification : = ; i s
c-2b=1 c=1+2b c=1 ﬂ Développer l'expression, puis identifier les
=D | | coefficients.

Donc 2} -222+2-2=06 (z-2)22+ 1)=0 Un produit est nul si, et seulement si, au

moins un de ses facteurs est nul.
& z-2=00uz2+1=0 ]

2 On a une équation de la forme 22 =a avec
sreslois -t ﬁ a< 0.Donc les solutions sont —i\f[a| etifa].
cronlougs TO0emlDBIESRIEETILR i aasessnshssnihasasaAsaaaRARass

On considere I'équation z° + 322 + z+3 = 0. Z11] on considere l'équation 23 - 622+ 112-6 = 0.
1. Vérifier que -3 est une solution de I'¢quation. 1. Vérifier que 1 est une solution de l'équation.
2. Déterminer toutes les solutions complexes de 'équation. 2. Déterminer toutes les solutions complexes de I‘équation.

) Exercices 89a92p. 30
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yode
5 Résolution d’'eéquations dans C “» Cours & p. 20 et Cours 5 p. 22

e

Enoncé
Résoudre dans C les équations suivantes. On donnera les solutions sous forme algébrique.
a)5-2i+2iz=3z+4 b)z2+1=z
€) z=2xiz+5i-2 d)z*-16=0
2)5-2i+2iz=3z+ 4 & 2iz-3z=4-5+2i ] ' F
& (-3+20)z=-1+2

On a plusieurs méthodes pour résoudre
une eéquation.

o -1+2i On peut chercher a isoler Iinconnue

&= ~3+2i . 7 “lorsque cela est possible. :

o, 1+2i)-3-20) ¢ [ Lorsqu'on a une équation du second degré, :

T (=3 +2i)=3 = 2i) :  oncalculelediscriminant et on utilise les

34 i 6i— 4i2 :  formules du cours. .

< z= (=3)2 - (2i)2 ¢ [E]On peut utiliser la forme algébrique et :

342 6i+ 4 : " 'poserz=a+ibaveca et b deuxréels, :

= z= — ¢ puisidentifier les parties réelles et les

+ . e o :

- partiesimaginaires. :

4 . .

z= rToe Ei : [ 0On peut chercher a factoriser pour se :

{7 4 } : " “ramener a un produit nul.

Donc S =1———ip.
13 13

b)z2+ 1=z 22-2+1=0 ﬂ
A=(-12-4x1x1=-3.A<0,doncI'équation admet deux solutions complexes conjuguées.
21;_('M,l_ﬁietzz=;<~_‘)££=1+£i_9msz{lnaﬁi;Lﬁi}_
2x1 20 2 2x%1 2 2 2 2 2 2
¢) Posons z= a + ib avec a et b deux réels. HOn aalorsiz =ig +i2b =-b +ia. Donc iz =—b - ia
Zz=2xiz+5i-2<a+ib=2(-b-iag)+5i-2
< a+ib=-2b-i2a+5i-2
e a+ib=-2b-2+ix(5-2a)
a=-2b-2
ﬁ{b:s-Za
a=-2(5-2a)-2
ﬁ{b=5-20
a=-10+4a-2
ﬁ{b:S-ZO
-3a=-12 a=4
“b=5-2a ﬁ{b=-3
Donc S = {4 - 3i}.
d)z'-16=0=(z22-4) (22 +4) =0
< 22-4=00uz?+4=0
& z2=40uz?=-4
Donc S =1{-2;2;2i;-2i}.

En utilisant la méthode de son choix, résoudre les 73 En utilisant 1a méthode de son choix, résoudre les
équations suivantes. 5 équations suivantes.
a)3z-4=iz+5i-1 b)z=—;+? a)z=4xzZ+4-2i b) (z+i)x22+ (z+i)x5=0

) Exercices 107 2 125p. 32
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E‘Etudier une suite de nombres complexes

Enoncé

=

= Cours 1 p. 14 et Cours 2 p. 16

On considére la suite () définie par z, =0 etpourtoutn €N, 2, =ixz +2.

1. Déterminer la forme algébrique de z, et z,.

2. On considére le nombre complexe z, = 1 +i et la suite (u ) définie pourtout n € N paru =z _-z,.

a) Montrer que pourtoutn € N, u_  =ixu_ .

b) Montrer que pourtoutn € N, u, = (-1 -i) x i” al'aide d'un raisonnement par récurrence.

¢) En déduire I'expression de z, en fonction de n.
d) Déterminer la forme algébrique de z,,,.

ll solution 8

1.2,=iX2z5+2=ix04+2=2 ﬂ

zz=ile+2=ix2+2=2+2i.

2.a)Pourtoutn E N, u, ,=2,,,- 24 ﬂ
=ixz, +2-(1+i)
=ixz +2-1-i
=ixzg, +1-i

Oru,=z -z,doncz, =u +2,=u +1+i ﬂ

Doncu, =ix(u +14+i)+1-i

=ixu +i+i2+ 1-i

=ixu, cariZ=-1

AR L R R R R RN conseiIS&Méthndes LA R R R AR E LR R

Onaz, , =ixz, +2.Remplacer n par la valeur

quel'on veut.Icin=0, puisn=1.

ﬂ Pourtoutn EN, u, =z, - 2,.
On peut donc remplacer n par l'entier naturel
gue |'on veut. Ici on choisit n + 1.

On exprime z en fonction de u,, puis
on remplace dans I'expressionde u,, ;.

ﬂ Le résultat ressemble a celui des suites
géomeétriques. Mais nous ne I'avons pas
démontré avec les nombres complexes. Nous
allons donc le démontrer par récurrence.

Ra™" = (.

T N
T Y R T e

O YR EN)

b) Pour tout n € N, on considére la propriété P(n) : « u, = (-1 i) Xi" ». ﬂ

Initialisation : pourn =0, uy =2~ 2, =0~ (1 +i) =-1-iet(-1-) xi%=-1-i.

Donc uy, = (-1 - 1) xi% donc la propriété est vraie pour n = 0.

Hérédité : soit n € N. Supposons que P(n) est vraie et montrons que P(n + 1) est vraie.

Onau,  =ixu,

=ix (-1 -i) xi" d'aprés|"hypothése de récurrence.

= (-1 - 1) X7

Donc P(n + 1) est vraie.

Conclusion : on condut que pour tout n € N, P(n) est vraie, c'est-a-dire u, = (-1 —i) xi".

c)Pourtoutn EN,u, =2 -2z, Doncz =u, +2z, Doncz =(-1-i)xi"+1 +i.
d) Zy50 = (=1 =) X "% + (1 +i). Ori? = -1. Donci'® = (i)*0 = (-1)°0 = 1. ﬁDonczmos{vT —i)x1+1+i=0.

On consideére la suite (z,) définie par z, = 0 et pour
toutneN, z ,=ixz, +2i

1. Déterminer la forme algébrique de z, et z,.

2. On considére le nombre complexe z, =-1 +i et la suite
(u,) définie pourtoutn € Nparu =z -z,

a) Montrer que pourtoutn€ N, u__, =ixu,.

b) Montrer que pour toutn €N, u, = (1 - i) xi".

) En déduire l'expression de z_ en fonction de n.

d) Déterminer la forme algébrique de z,,

m On consideére la suite (z,) définie par z;, = i et pour

1
toutneN, z, ,=1-—.

n
1. Déterminer la forme algébrique de z, , z, et z;.
2. Démontrer parrécurrence que pour toutn €N, z; = z,,.
3. En déduire la valeur de zy,.

&) Exercices 126 a 129 p. 33
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Exercices (apprendre a démontrer e

(TG EET E LT Bl Nombre de racines d'un polynome
Un polynéme non nul de degré n admet au plus n racines.

 On utilisera un raisonnement par récurrence. On admettra que si a est une racine d'un polynéme Q
de degré n, alors Q(z) = (z — a) X R(z) avec R un polynéme de degré au plusn - 1.

» Comprendre avant de rédiger

Testons la propriété pour n = 2. Un polynéme de degré 2 est un polynéme de la forme Q(z) = az? + bz + ¢, avec q,
b et c trois réels, tels que a # 0. Selon le signe de A = b2 - 4ac, Q admet deux racines réelles (si A > 0), une racine
réelle (si A = 0) ou deux racines complexes conjuguées (si A < 0). Donc Q admet au plus deux racines.

P Rédiger

Etape @ La démonstration rédigée

On identifie la propriété a démontrer par récurrence. + Pour tout n € N, on consideére la propriété
P(n): « Un polynéme non nul de degré n

Etape @ admet au plus n racines. »

Pour l'initialisation, on montre que P(0) est vraie.

Initialisation : pour n = 0, Un polynéme de degré

nul est un polynéme constant. Un polynéme

constant non nul n’admet aucune racine. Donc

la propriété est vraie pour n = 0.

Une fonction polynéme de degré n est une fonction
delaforme Q@) = ¢ 2"+ ¢, 12" '+ ..+ 22+ ;24 ¢,
aveccy, €y, €y - €, _ 1, €, des réelstels quec, # 0.

Etape ©
Pour I'hérédité, on considére un entier naturel net on ) Hérédité : soitn € N. Supposons que P(n) est vraie

suppose que P(n) est vraie. Il faut alors démontrer que et montrons que P(n + 1) est vraie, c’est-a-dire :
P(n + 1) est vraie. « Un polynéme non nul de degré n + 1 admet au

plusn + 1 racines. »

Etape

; Soit Qun polynéme de degré n + 1.
On fait une disjonction de cas : o ph_’s ”_;ac'nes -y Py ) & I )
soit Q n'admet aucune racine, o1 '.ilgj.nl Ien : Si Q n'admet aucune racine, alors P(n + 1) est vraie.

soit il admet une racine. ; Si Q admet une racine g, alors Q(2) = (z- a) x R(z)
ou n racines

Sia est une racine de Q, alors avec Run polynéme de degré au plus n.

on factorise Q par z- a.

Etapeo ) bracinede Q& (b-a)xR(b) =0

b est une racine de Q si, et seulement si, Q(b) =0. eb-a=00uR(b)=0
On reconnait un produit nul, puis on utilise I'hypothése & b=aouR(b)=0
de récurrence.

Or R admet au plus n racines. Donc Q admet au plus

EX PSP e=n n + 1 racines. Donc P(n + 1) est vraie.

= Conclusion : on conclut que pour toutn €N,
Etape 0 ’ P(n) est vraie, c'est-a-dire un polynéme non nul
On conclut pour tout entier naturel n de degré n admetau plus n racines.

P Pour s’entrainer

Soit (z,) la suite définie par z,= 1 +i et pour toutn €N, z,,,, = z,.

Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n, z, = z,.
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4 Partie réelle, partie imaginaire
Choisir la(les) bonne(s) réponse(s).
1.5iz, =2,alors:

[a] Re(z)=2 [B] Im(z,)=2
[€] Re(z;)=0 [d] Im(z)=0
2. Si 2, = 5i, alors :

[a] Re(z) =5 [B] Im(z,)=5
[€] Re(z,)=0 [d] Im(z,) = 5i
3. Siz3: 3-7i,alors:

[a] Re(z;)=3 [B] Im(z;)=7
[€] Im(zy) =-7 [d] Im(z;)=-7i
4.5i z, =1+/2 -, alors:

[a] Re(z,) =1 [B] Im(z,) =-1

[€]Re(z,)=1+2 [d] Im(z,)=~2-i

13 Réel ou imaginaire pur
Les affirmations suivantes sont-elles vraies  \/ F
ou fausses?

a) z, =1 + 2i est un nombre imaginaire pur.

b) z, = V2 est un nombre réel.

1, . —_
¢) z; =——iest un nombre imaginaire pur.
7

O 0O o0
O o000

d) z, =2 +i- 2 n'est ni un nombre réel,
ni un nombre imaginaire pur.

2l Forme algébrique (somme)

Déterminer la forme algébrique des nombres complexes
suivants.

a)z, =i+i-1 b) 2, =4 - (1 -i)
Qz=(1+3)+2-)  d) z4=2+24i

m Forme algébrique (produit)

Déterminer la forme algébrique des nombres complexes
suivants.

a) z, =i(1 +1i)

€) z3=(1+i)(1-1i)

b) z, = (1+i)?
d) z,=(1-i)?

FZ] Inverse d’un complexe

Méthode. Comment faire pour déterminer la forme
algébrique de l'inverse d'un complexe ?

El] Forme algébrique (inverse)

Déterminer la forme algébrique des nombres complexes
suivants.

1

1
8&=1 1+i

EXEICICES [ caiculs et automatismes

31 Conjugué (1)

On considére le nombre complexe z=4 + 5i.
Choisir la(les) bonne(s) réponse(s).

1. La forme algébrique de z est :

[a] 4+5i [B] 4-5i [€] -4+5i [d]-4-5i
2.z+Z estégala:

@] 4 [b] 8 [c] 10 [d] 10i
3.z-z estégala:

[als [B] -10i [<] 10 [d] 10i
4.zx z estégal a:

[alo [B] -9 [c] 41 d] -1

E Conjugué (2)

Les affirmations suivantes sont-elles vraies \/ F
ou fausses ?

a)Siz + z =0 alors zest réel.

Oooag

O
b) Siz- 2z =0 alors z est réel. O
O

c) Pour tout nombre complexe z, z x Z est
réel.

EE) Equations delaformex®=a

Choisir la(les) bonne(s) réponse(s).
1.Dans C, les solutions de I'équation z° = 16 sont :

[a] s=¢{-8;8} (b] S=1{-4;4
[c] s={-16;16} [d] s =1{-4i; 4i}
2.Dans C, les solutions de I'équation z2 = -16 sont:
(2] S={-8;8} (b S={-4;4
[€ls=2 [d] S={-4i;4i}

EIM calcul d’un discriminant

Choisir la(les) bonne(s) réponse(s).
On considére I'équation z2 + 4z + 2 = 0. Le discriminant A

est égal a:
[a]l A=8 [b] A=-4
[€] A=12 [d] A=-24

35 Equations du second degré

Choisir la(les) bonne(s) réponse(s).

Dans €, les solutions de l'équation x2 - x+ 1 = 0 sont:
@?'2‘59*{”2‘5 @-1-J§et-1+ﬁ

2 2

€ -1-2iJ§ et-1+2iﬁ @] 1-;\6 etw;\/i

ET Factorisation

Méthode. Comment faire pour factoriser un polynéme de
degré 3 lorsque l'on connait une racine ?
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d'application

Déterminer la partie réelle et la partie imaginaire de
chaque nombre ci-dessous.
a)z,=5-2i

b) z, =i\3
Oz=4+42
d)z,=2i-3

EE’ Déterminer la partie réelle et la partie imaginaire de
chaque nombre ci-dessous.
a)z, =-i+2

b)z, =1++/2 +i

€z, = Ji +6

d) z, =€ xi

EEI Déterminer siles nombres suivants sont des nombres

réels, des nombres imaginaires purs ou des nombres com-
plexes quelconques.

1
3121-«-5
b)z,=2+i-4-i
c) 33=3+‘\/§

4 - 2i

d) 2427

m 1. Donner la valeur de iZ;i3 ;i% en fonction de i.
2. Déterminer la valeur dei®®.
3. Déterminer la valeur dei2 9%,

m Ecrire les nombres complexes suivants sous forme
algébrique.
a) o 15+ 2i

3

b)z,=2+i+i-1

Déterminer les valeurs des réels x et ytels que:
(1+2x) +i(1-2y) =5 + 4i.

=N Déterminer les valeurs des réels x et ytels que:

(—2+3x}+i(-§-y+4}:2.

m 1. Déterminer les valeurs des réels x et y tels que :
(1+3x)+i2-y)=0.
2. Déterminer les valeurs des réels x et ytels que:
(3x+y-5)+ilx-y+7)=0.
3. Déterminer les valeurs des réels x et ytels que:
(x+9) +i2x-3))=2+1.

Calculer la somme
etle t|;n-odu1t de deux
res complexes

Calculer les sommes suivantes et donner le résultat
sous forme algébrique.

a) (2-4i) +(2-3i) b) (1 -5i) +(2+1)

d) (2 + EEJ +(—3 + ii)
3 3

m Déterminer la partie réelle et la partie imaginaire des
nombres complexes suivants.

a]z1=(1+—j:iJ+(5—i}

onlp ey onel Y

Calculer les produits suivants et donner le résultat
sous forme algébrique.
a) 3(2 + 4i)
c)-i(3-2i)

) (3+30)+(1-1)

b) z, = (4 + 5i) - (3 + 2i)

b)i(3 +i)
d) (1 +i)(3-2i)

m Calculer les produits suivants et donner le résultat
sous forme algébrique.

a) (V2 +i) x (1+iy/3)

oo

m Déterminer la forme algébrique des nombres com-
plexes suivants.
a)z, = (2 +ip
€z =(2+i)2-1)

b)z, = (2-i)2
d)z, = (2+ii-2)

m Déterminer la partie réelle et la partie imaginaire des
nombres complexes suivants.

a)(2i-3)(3-2) b)i(3 +1i)

¢ 2+i)(1-2i)+1-5i d) (1 +i)(1-i)(2-3i)

m Soit a et b deux réels.
Déterminer la forme algébrique de:
a) (a+ib) b) (a - ib)?

c) (a +ib)(a -ib) d) (a +ib)(2a - ib)

E En posant z=a + ib, aveca et b deux réels, résoudre
les équations suivantes.

a)zxi=3+i
b)zx(1+i)=7+3i

E’ En posant z=a + ib, aveca et b deux réels, résoudre
les équations suivantes.

a)[d+i)xz=i
b)(i-2)xz=3
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d'application

Déterminer la forme algébrique des nombres com-
plexes suivants.

1 1

a =— b — ¢

)2 2i )2, 2+3i
1 1

C) 2y =—— dz =——

) 23 5-2i )24 2i-5

m Déterminer la partie réelle et la partie imaginaire des
nombres complexes suivants.

1 1
= — b =i
8% —i V%= i
1 1
dge— d)z, =——
155 10-3i V% J2+i

Ea Déterminer la forme algébrique des nombres com-
plexes suivants.

5 1-i

= — b = —

B % 2i ke 2+ 3i
T1+i 3+2i

= —_— d = —_—
N Ve =55

E Déterminer la forme algébrique des nombres com-
plexes suivants.

7 7-2i
a =— b ="
) 2 i b2 3+ 4i
1+iy2 i+2
Q) z, = dz,=——r
3 =2 4703

m On considére les deux nombres complexes z, = 15 - 8i
et z, =23+ 14i. Déterminer la forme algébrique des com-
plexes suivants.

a) — b) — 9 d 2
% %) %) %

El Déterminer la partie réelle et la partie imaginaire des
nombres complexes suivants.
(2 + 3i)(3 + 2i)
31 H=—
(2+30) +(3+ 2i)

)z, = (2+30)(3 + 2i)
2 0 3)-3+2)

m Résoudre dans C les équations suivantes. On donnera
les solutions sous forme algébrique.

a)(3-5i)z=1

b) (-2i)z=1

m Résoudre dans C les équations suivantes . On donnera
les solutions sous forme algébrique.

a)iz=1-i

b) (2+i)z=1+3i

Déterminer et utiliser le conjugué

Déterminer les conjugués des nombres complexes
suivants.
a)o+i b) 13- 24i

-7
7

E’ Déterminer les conjugués des nombres complexes
suivants.

a)\7 +in

cli+2
3

c)5i-2 d)

b}3+5i+J§
d)-iy2

m Soit zun nombre complexe. Déterminer les conjugués
des nombres complexes suivants en fonction de z.

a)3z b)z+5-i c)z2+2z
+1 i-

42 e)iz+2 f)—%
3 z+1

m Soit zun nombre complexe. Déterminer les conjugués
des nombres complexes suivants en fonction dez et z.
1 -
b) z+— ) z2+3z2
Z
d)iz e)z+iz f)-2z
Démo
m Démontrer que pour tous nombres
complexeszetz, zxz =z xz’.

1. Démontrer qu’'un nombre complexe z est imaginaire
pur si etseulementsiz = - z.

2.Démontrer qu’un nombre complexe z est réel si, et seule-
mentsi, Z = z.

m Soit z un nombre complexe. Déterminer siles nombres
suivants sont des nombres réels, des nombres imaginaires
purs ou des nombres complexes quelconques.

a)z?+22 b) 22 -Z?

Démo
m Montrer que pour tout nombre complexe z
z-Z

ZXEZ

non nul,

est un nombre imaginaire pur.

Résoudre les équations suivantes.
a)z =2z +1 b)-z =1+i
c)z+5z=7-8i d)z=3z+5-i

l‘ EAOEBEETE ) et d) Poser z=a + ibavec a et b deuxréels.

Résoudre les équations suivantes.
a)z+z=3i b)(3+i)z +2z2=0
) -2Z+Q2+)z=1 d) 2iz = 3i + 2iz
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d'application

Pour tout nombre complexe z=a +ib avecaet b des
réels, on pose f(z)= 3z +i- 2.

1. Exprimer Re(f(z)) et Im(f(2)) en fonction de a et b.

2. L'équation f(z) = z admet-elle des solutions ? Si oui,
laquelle (lesquelles) ?

Pour tout nombre complexe z=a +ib aveca et b des
réels, on pose f(z)= 3% +2z - 5.

1.Exprimer la partie réelle et la partie imaginaire de f(z) en
fonction dea et b.

2. Résoudre dans C les équations suivantes.

a)f(z) =2

b) f(2) = 4i

o f(z)=z

Utiliser la formule
du bindome de Newton

1. En utilisant la formule du binéme de Newton,
développer les expressions suivantes.

a)(2+i)* b) (1-2i)°

2. Quel est le coefficient de x° dans le développement de
(x+3)8?

En utilisant la formule du binéme de Newton, montrer
- fn
=21
we 3y

1. Développer (x - 1)3.
2. En déduire la valeur exacte de 9993 sans calculatrice.

1. Développer et simplifier (x + 1)* - (x - 1)%
2. En déduire la valeur exacte de 1 001% - 9994 sans cal-
culatrice.

Soit zle nombre complexe tel que z= (1 +ib)3.

1. Pour quelle(s) valeur(s) de ble nombre z est-il réel ?

2. Pour quelle(s) valeur(s) de b le nombre z est-il imagi-
naire pur ?

Résoudre des équations
.................... ddansC e

Résoudre dans R puis dans C les équations suivantes.
a)z2+64=0 b)z2-3=0
)FZ-4=2 d)z?+21=8

Em Résoudre dans C les équations suivantes.
a)z>-3z=0 b)z2+z+1=0
€)4z2-42+5=0 d) 222+62+5=0

m Résoudre dans C les équations suivantes.
a)z22=-7z b)2z2=3z-2
) -2z+22+2=0 d) -8 = 322

30

m Résoudre dans R puis dans C les équations suivantes.
a)3z2-2z=1 b)2z2=2z+3

249 o2
9Z =0 a2 _3
3 3

Factoriser :

a) z2-22par(z-2).
b) z3-33par (z-3).

84 KR Exprimer z3 + 33 sous la forme z3 - a® avec a un réel.
2. En déduire une factorisation de 23 + 33.

EB 1. Exprimer i3 en fonction dei.
2. En déduire une factorisation de 23 +i.

m Pour tout z € C, on pose:
P(z)=23-22+2z-2.

1. Vérifier que 1 est une racine de P.

2. Factoriser P(z) par (z - 1).

Pour tout z € C, on pose ;
Plz)=z*+222 + 3z + 4.

1. Vérifier que -1 est une racine de P.

2. Factoriser P(z) par (z + 1).

Pour tout z € C, on pose:

P(z) =-22> + 22% + 20z + 16.
1. Vérifier que -2 est une racine de P.
2. En déduire une factorisation de P(z).

Pour tout z € C, on pose :
P(z) =23 -52z% + 9z -9.
1. Montrer que 3 est une racine de P.
2. Déterminer toutes les racines de P.
3. Ecrire P(z) comme produit de facteurs du premier degré.

m On considére l'équation
(E):23-322+4z-12=0.

1. Montrer que 3 est solution de I"équation (E).

2. Déterminer toutes les solutions de I'équation (E).

m On considére I'équation
(E):z2-1=0.
1. Déterminer une solution évidente de (E').
2. Déterminer toutes les solutions de I'équation (E’).

m On considére l'équation
(E:23+22+z+1=0.

1. Déterminer une solution entiére de (E").

2. Déterminer toutes les solutions de I'équation (E”).
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d'entrainement

m 1. Conjecturer une régle donnant i” en fonction de i,
suivant les valeurs den.

2. Démontrer la conjecture par récurrence.

3. Donner la valeur de i 92,

m Déterminer si les propositions suivantes sont vraies
ou fausses et justifier.

Proposition 1 Le quotient de deux nombres imaginaires
purs est un nombre réel.

Proposition 2 Le quotient de deux nombres réels est un
nombre imaginaire pur.

EE On considére un nombre complexez =a +ibaveca
et b deux réels.

A quelle(s) condition(s) sur a et b le nombre (1 - i)z est-il
réel ?

" ‘ () CR[ITER Pour les exercices 1 a 11 : par défaut,

un programme Python ne fait pas de calcul formel ;
il renverra donc une valeur approchée des parties réelles
etimaginaires.

EIT soit deux nombres complexes z;, = a; + ib; et
z,=a, +ib, avec a,, b,, a, et b, des nombres réels.
1. Déterminer la forme algébrique de z, X z,.

2. Ecrire une fonction en Python ayant pour parameétres
les parties réelles et imaginaires de z, et z, et qui renvoie
les parties réelles et imaginaires de z, X z,,.

Soit z, un nombre complexe non nul tel que
z,=a, +ib, avec a, etb, des réels.

1
1. Déterminer la forme algébrique de —.

2. Ecrire une fonction en Python ayant pour parametres
les parties réelles et imaginaires de z, et qui renvoie les

: : g 1
parties réelles et imaginaires de —.
|

m Soit deux nombres complexes z;, = a, + ib; et
z,=a, +ib, avec a,, b,, a, et b, des nombres réels.

On suppose z, différent de 0.

1. Déterminer laforme algébrique de 51—.
=)
2. Ecrire une fonction en Python ayant pour parameétres

les parties réelles et imaginaires de z, et z, et qui renvoie

les parties réelles etimaginaires de i

%3
m Ecrire les nombres complexes suivants sous forme
algébrique.

2
1 :
a) (—} b) 7+ 201
1-i - 5i

1 2i 2-i 2
) —— ==
3-2i 2-i 3+i 1-i

Conjugué

.................. R R R R A

m Déterminer la forme algébrique des conjugués des
nombres complexes suivants.

alz1:7—(3+§iJ

b) z, = (3-51)++/2
c)z3:%+3i+(1—i}

d) z, = (5- )2 +3i)

m On considére le nombre complexe :

2+ 3i_

7-i

1. Déterminer la forme algébrique de z.

2. En utilisant les propriétés des conjugués, en déduire la
valeurdez + zetdez - z.

zZ=

- . Démo
m Sans utiliser la forme algébrique, montrer

—
que pour tout nombre complexe z, z—-z +—i est un
nombre imaginaire pur. .

m Pour tout nombre complexe z, on pose :
Z=(zxz xi3.
Déterminer si pour tout z € C, Z est un nombre réel,

un nombre imaginaire pur, ou un nombre complexe
quelconque.

m Pour tout nombre complexe z, on pose :
Z=z42%.

Déterminer 'ensemble des nombres complexes z tels que

le nombre Z soit :

a) réel.

b) imaginaire pur.

EB Pour tout nombre complexe z, on pose :

z+1

Z+1

Déterminer I'ensemble des nombres complexes z tel que
le nombre Z soit :

a) réel.

b) imaginaire pur.

=

) i ) Démo
m On pourra utiliser comme prérequis

que pour tous nombres complexes z, et z, on a
21X 25 =2 X 2.
1. Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n

onaz"=3z".

2. En déduire que pour tout entier naturel n et pour tout
nombre complexe z, z" + Zz" est un nombre réel.

2. Démontrer que pour tout entier naturel n, le nombre
complexe (2 - i)2” + (3 + 4i)” est un nombre réel.
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d'entrainement

Equations dans C

1. Factoriser z3 - 1 par z— 1.

2. En déduire les solutions dans C de I'équation
E):22-1=0.

2.0n notej la solution de (E) dont la partie imaginaire est

strictement positive.

Donner la forme algébrique de .

4. Démontrer les égalités suivantes.

a)j?=1 b)2+j+1=0
ap=7 al-7
J

m Résoudre les équations suivantes dans C. On donnera
les résultats sous forme algébrique.
z+1

a)(1+i)z=1-i b2 = 2
z-1

& G Tt @ =5
z-3i

m Résoudre les équations suivantes dans C. On donnera
les résultats sous forme algébrique.
2iz +i

a)-2iz=3z+1 b) -=3
z=-1-i
A (-2 = (z+1+0? a2 13=-2-5
z
: ; : zZ -1
m Résoudre dans C l'équation ———=
z-(2-1i)

m Déterminer deux nombres complexes z, et z, dont
la somme et le produit valent 2.

m Résoudre les équations suivantes dans C. Ecrire les
solutions sous la forme la plus simplifiée possible.

3+z
a) =

3-z

=z b)(z-2)2=-4
Q) (z-2P=(3+i2)?

d) 22 =3iz

Démo
EEEY on considere I'équation

az’ + bz + ¢ = 0.0n note A son discriminant.
On veut démontrer que si A < 0 alors I'équation admet

-b-i/-A
deux solutions complexes conjuguées : z;, = ———— et

_-b+iyA 2d

2a
On rappelle qu'en classe de Premiére, nous avons démontré

2
que az? +bz+c=a z+£ |
2a 4q2

%y

On suppose que A < 0.
A
1. Ecrire 242 Comme le carré d'un nombre complexe.

2. En déduire une factorisation de az? + bz +c.
3. En reconnaissant un produit nul, résoudre az” + bz + ¢ = 0.

m En utilisant le résultat du logiciel de calcul formel
suivant, résoudre dans C I'équation :
z*-62° + 2322~ 342+ 26 =0.

1  factoriser (z”4-6z*3+23z72-34z+26)

(z2-4*z+13) * (z2-2*%z+2)

m Déterminer deux nombres complexes z, et z, tels

+z,=3
que Rt
ZyX 2y =5

m On veut résoudre I'équation
(E): 22 +2iz-2=0.
1. Développer (z +i)%
2.Endéduire que l'équation (E) est équivalente a (z+i)2-1=0.
2. En déduire les solutions de (E).

On veut résoudre I'équation

(E):22+iz+c=0oucest un réel.
2

1. Développer (z + %} :
2. En déduire que l'équation (E) est équivalente a
82
z+ L + l +c=0.
2 4

3. Quelle condition sur ¢ faut-il imposer pour que les solu-
tions de (E’) soient imaginaires purs ?
4. Déterminer dans ce cas les solutions de (E’).

m Résoudre dans C les systémes d'équations suivants.

z+z' =2-5i 2z+32" =1

a) 2 b) Fis
z+3z =i-1 z-z =i
-2z+2z =1+i r z+ig’ =2
z+3z =5 2z+2z =2+3i

m On considére la fonction f qui a tout nombre com-
plexe z associe f(z) = 2% + 2z + 9.

1. Calculerlimage de -1+ i\ﬁ par la fonction f.

2. Résoudre dans C I'équation f(z) = 5.

2. Soit A un nombre réel. On considére l'équation f(z) = A

d'inconnue z.

Déterminer 'ensemble des valeurs A pour lesquelles 'équa-

tion f{z) = A admet deux solutions complexes conjuguées.
D'aprés Bac 5 2014

m On considere l'équation
(E):2#+2z53-z-2=0,
ayant pour inconnue le nombre complexe z.
1. Donner une solution entiere de (E).
2. Démontrer que, pour tout nombre complexe z,
24-283-2-2=(2+z-2)(22 +z+1).
3. Résoudre l'équation (E) dans l'ensemble des nombres

complexes.
D'aprés Bac 5 2017
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d'entrainement

E%2N on considere I'équation (E) : 2* = -4 ol z est un
nombre complexe.
1. Montrer que si le nombre complexe z est solution de
Iéquation (E) alors les nombres complexes — z et z sont
aussi solutions de I'équation (E).
2. On considére le nombre complexe z; =1 +i.
Vérifier que z, est solution de I'équation (E).
3. Déduire des deux questions précédentes trois autres
solutions de I"équation (E).
4. l'équation (E) admet-elle d'autres solutions que celles
citées dans les questions 2. et 3.7

D'aprés Bac S 2010

@ Déterminer si la proposition suivante est vraie ou
fausse en justifiant.
«2'%+ 22 + 1 - i = 0 admet une solution réelle. »

@ On considére le polyndme P défini sur C par :
P(z)= 23 - (2 +W2)22 + 201+iy2)z - 2iW/2.
1. Montrer que le nombre complexe z; =iy2 est une
racine de P.
2. a) Déterminer les réels a et b tels que :
P(z)=(z -ix2)(22 +az +b).

b) En déduire les solutions dans C de P(z) = 0.
D'aprés Bac 5 2012

m On considére la fonction f définie pour tout z € C par:
flz) =z +1i.

1. Déterminer la forme algébrique de I'image de \/5 + 5i par

la fonction f.

2. Déterminer la forme algébrique du ou des antécédents

de +/2 +5i par la fonctionf.

m 1.Enposantz=a +ibavec aetb deux réels, résoudre
27=F,

Pour la suite de I'exercice, on notera z; la solution dont la
partie imaginaire est strictement positive

2. Montrer que z, X 2z, =1.

il 2 3
3. Donner la forme algébrique de z, z§ et z3.
4. Démontrer que pour tout entier naturel n, zg” =1

5. Endéduire lavaleur de z3"*" et z3™2 pour tout entier
naturel n.
1000

6. En déduire la valeur de z3%° et z,

Travailler l'oral

m Préparer un exposé sur l'introduction historique
des nombres complexes.

Indication : on pourra par exemple parler de Tartaglia,
Cardan, Bombelli, ou encore Descartes ou Girard.

(AR RN AN RN ENNRN/

126/ on définit la suite de nombres complexes (z) par
2

1
z,=1etpourtoutn € N, Zn_'_.l:-é—zn +§;_

Soit (u,) la suite définie pour toutn € N paru, =z, -i.
1.Exprimeru_ , enfonction de u, pour tout entier naturel n.

n
. i 1 ;
2. Démontrer que pour tout entier naturel n, u, = (:;':J (1-1).

3. En déduire I'expression de z, en fonction de n.

On définit la suite de nombres complexes (z) par
zy=1+2etpourtoutn €N,z =2z +5.

1. Déterminer la forme algébrique de z, et z,.

2. Conjecturer l'expression de z, en fonction de n.

2. Démontrer par récurrence la conjecture faite en 2.

4. En déduire la valeur de z, ;.

m On considére la suite (z,) définie parz,=1-ietpour

1
toutn € I, i =—

n
1. Déterminer la forme algébrique de z, et z,.
2. Conjecturer l'expression de z, en fonction de n.
3. Démontrer par récurrence la conjecture faite en 2.

@ Soit A un nombre complexe non nul et différent de 1.
On définit, pour tout entier naturel n, la suite (z,) de nombres
| zy=0

complexes par )
zn+1 = A'Zﬂ +1

1. a) Vérifier les égalités z,=i; 2, = (L + 1)i ;23 = (A2 + A+ 1)i.

b) Démontrer que, pour tout entier naturel n positif ou nul,

AN -1

o=
L |

i

2. Etudeducas A =i.

a) Montrer que z, = 0.

b) Pour tout entier naturel n, exprimer z,,_, en fonctionde z,..
3. a) On suppose maintenant qu'il existe un entier naturel
ktel que A = 1. Démontrer que, pour tout entier naturel n,
onalégalitéz, =z,

b) Réciproquement, montrer que s'il existe un entier naturel
k tel que, pour tout entier naturel n, on ait I'égalité z,,, = z,,,
alors Ak =1.

m Proposer une équation du second degré a coeffi-
cientréels, puis la résoudre, en expliquant la méthode.

(132 Proposer une équation du 3¢ degré a coefficient
réels admettant une racine évidente, puis la résoudre, en
expliquant la méthode.
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EEE] calcul algébrique dans C

Les trois questions sont indépendantes.

1. 0n considere les deux nombres complexes :
z=7+2ietz =i-3.

Déterminer la forme algébrique de :

a)z+7

b)z-z'

c)zxz

d) z?
1
e) —
z
2. Pour tout nombre complexe z, on considére le nombre
complexe:
Z=2°>+3+Z°+2zx3Z.
Montrer que pour tout nombre complexe z, Z estun nombre
réel. g
s ops ” 8+ 1
3. 0n considére le nombre complexe z" = Y
-2
a) Déterminer la forme algébrique de z”.
b) En déduire sans calcul la valeur de
8+i -i +i  8-i
2 etde 2

9-2i 9+2i 9-2i 9+2i

FEM Equations dans C
1. Résoudre dans C les équations suivantes.
a)(2i-5)z+2=i
b)2z+3z +i-2=0
A +x+1=0
d)x*-25=0
2. On considére I'équation suivante
(B):a3-3x2+x-3=0.
a) Montrer que si z est solution de (E), alors Z est solution
de (E).
b) Vérifier que 3 eti sont solutions de (E).
c) Quel est le nombre maximum de solutions que peut
avoir I'équation (E) ?
d) Sans calcul, en déduire toutes les solutions de (E) dans C.
3. 0On considére I'équation
(") :2x3 -8x% + 28x-40=0.
a) Vérifier que 2 est solution de I'équation (E’).
b) En déduire une factorisation de 2x3 - 8x2 + 28x - 40.
¢) Résoudre dans R, puis dans C, I'¢quation (E).

Eﬂ Binome de Newton
1. Rappeler la formule du binéme de Newton.
2. Démontrer la formule du bindme de Newton.

I‘ () B[EEIES La démonstration se fait par récurrence.

3. Développer pour tout réel x; (x - 2i)%.
4. Déterminer pour quelle(s) valeur(s) de x le nombre
complexe (x - 2i)* est réel.

n
5. Calculer lasomme )’ (- 1) .
k=0 k

Eﬂ Suites de nombres complexes
On considére la suite (z,) définie par z, = 0 et pour tout

nEN,zn+1 =iz, - 4.

A » 1. Déterminer la forme algébrique de z,, 2, et z;.
2. Pour tout entier naturel n, on pose z, =a,_ +ib, ot a,
est lapartie réelle de z, et b, estla partie imaginaire de z,.

a) Donner la valeur de a, et b,
b) Exprimera,_ . etb , enfonctiondea, etb,.

c) Compléter le programme en Python a suivant afin
quiilrenvoie la partie réelle et la partie imaginaire de z,,.

def £(n):
a=,,.
b=...
for i in range(l,n+l):
a=
return([a,b])

B » On considére le nombre complexe w = -2 - 2i.

Soit (u,) la suite définie pour tout n € N paru,, =z, - w.

1. Montrer que pourtoutn € N, u,,,, =ixu,.

2. En déduire que pourtoutn € N, u, = (2 + 2i) xi".

3. En déduire I'expression de z,, en fonction de n.

4. a) Donner la valeur de i? et en déduire la valeur de i*°
etil00,

b) En déduire la forme algébrique de z, et z,,, sans
calculatrice.

Fonctions dans C

On considére la fonction f définie pour tout nombre
complexe z différent de -1 par f(z) = j—:r;l
1. Déterminer la forme algébrique des images par f de
a)l

b) 2i

2. Déterminer la forme algébrique du ou des antécédents
de 1 +iparf.

2. Déterminer I'ensemble des nombres complexes z tels
que flz) = z.

m Conjugués
1. Soit z un nombre complexe tel que z=a + ib avec a et
b deux réels.

a) Démontrer que z est un nombre réel si, et seulement
si, & = 2.

b) Démontrer que z est un nombre imaginaire pur si, et
seulementsi, Z = -z,

Démo

2. Démontrer que, pour tous nombres complexes z et z’,

X5 =TXz,
2. Démontrer que, pour tout entier naturel n, et tout nombre

complexe z, 2" = (Z)".
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Preparer le BAC RI0E!

CONTINU

Ensemble des nombres
complexes §

e Définition de C

¢ Forme algébrique
z=a+ibaveca et b deux réels.

Soitz=a+ibetz =a"+ib"aveca, b, a’ et b’ des réels tel que z # 0.

RCC e Addition e [nverse
..2 z+Z=(a+ib)+(a’ +ib") l= T 1% (a-ib)
’ 'L Z;,l_ bl T =(a+a) +ib+b) 2z a+ib (a+ib)a-ib)
« L'addition et la multiplication « Muakislication .
ontles mémes propriétés 4 . f = ?_a !bz = 2(]' ol 2b 5
quedans R z %z =(a+ib) x(a’+ib) a’-(ib> a?2+b2 a?+b
H _ W S %)
=ad'+iab’ +iba’ +i*bb’" Quistiuiit

=(aa’ -bb’) +i(ab’ + a’b)

a=Re(z) (partie réelle de z) B :):pf?:j ib) z tj + ii? ’ {f] :i- ib)(a ’— ib)
b = Im(z) (partie imaginaire de z) =—a-ib _da-iba’ +ib’a +bb
« Egalité dans C ’ a? +b? o
e {Re(z)=Re(z’) " 05’2 "'b? iaz ““azb
Im(z) =Im(z") as+b as+b
.\ F e 7

o

z' _a'+ib” (a’'+ib’)(a-ib)

BN cConvoue

Soitz=a +ib avec g et b deux réels.
e Définition
Le conjugué de z, noté z est défini par z = a - ib.
* Propriétés
« z+7 = 2Re(z) ¢ -z=-%

'Z_‘z=2”m{Z) .z-{-z’:f-{-?

vzeRe z=2 s TR =T R

ezeiRez=-3 .pourtoutneN,:z?=(E)”

e Siz#0,|—| =—
Z

z
.smo,[z_J _Z
Z Z

e z=3z

.

Formule du binome de Newton

Soitae Cetb € C.Pour:toutn € N :

" (n
(a+b)" = éo[ k]a“b”"“
\

Equations du second degré

[ ] _32=a
e Sia>0,alors S ={-+/a;Ja}

« Sia<0,alors S ={-i\f|a];ifla]}

e az2+bz+c=0aveca=0
On pose A = b2 - 4ac.

-

. SiA>0,anrsS={
2a

~b~JK_~b+JK}
2a

o

* Factorisation de z" - a”"

Soita e Cetn e N,

Pour toutz € C, 2" - a" =(z-a) x Q(2)

avec Qun polynédme de degré au plusn - 1.

e Factorisation d’un polynéme

Soit P un polynéme de degré neta € C tel que
P(a) =0.

Pour toutz € C, P(z) = (z-a) x Qz)

avec Qun polynédme de degré au plusn - 1.

Factorisation de polynomes

SiA=0,alors S= {ui}
2a

ﬁ;~b+iﬁ]
2a

-b i
Si A <0,alorss={
2a

Racines de polynomes

= Un polynéme non nul de degré n admet
au plus n racines.

« Le nombre de solutions d'une équation
polynémiale est inférieur ou égal a son degré.

» >
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Préparer le BAC §IEREHGE

| Je dois étre capable de... )

P Déterminer et utiliser la forme algébrique
d'un nombre complexe

B

P> Effectuer des calculs algébriques avec des nombres
complexes et résoudre une équation linéaire az=b

o
B

P Déterminer le conjugué d'un nombre complexe
et résoudre une équation simple faisant intervenirzetz

B

P Utiliser la formule du bindme de Newton

P> Résoudre une équation polynomiale de degré 2
a coefficients réels

P Factoriser un polynéme dont une racine est connue

P> Résoudre une équation de degré 3 a coefficients
réels dont une racine est connue

—

o i

o

B =i
AR 2K

e

Pour les exercices suivants, choisir la (les) bonnes réponse(s).

LA

139| Best égal a: 1
140/ La partie réelle de (11 + 2i)(5 - i) est : 53
141 | La partie imaginaire de ] ;+ _2[ est: g
-i
Pour tout z € C, on pose
Z=zXz+2-1 ZXZ+2-i

Alors le conjugué de Zest :

143 | Lasolution de (i + 1)z + 1 =i est: bl

144 équation 22 - 4z + 5= 0a pour

pas de solution
solution dans C:

145] 'équation z +2iz =2-5i a pour 1
solutiondans C:

166] (1 +i)Sest égal a : 14i

147 | Une factorisation de x3- 1 R+ 1)
est (x - 1) x Q(x) avec Q(x) égala:
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ZXZ-2+i
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[ Parcours d'exercices ]

1,2,37,38,3,4,42,43

5,6,45, 46,7, 8,54, 55

9,10, 62, 63,11,12, 70, 71

13,14, 74, 75

15, 16,79, 80

17,18, 83, 84

19, 20, 89, 90
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lienmini.fr/maths-e01-09

(C]
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4 -1
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{2-1;2 +i} {2-3i; 2 + 3i}

2—§-i -4+ 3i
2
4+ 4i -1-i
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Preparer le BAC @EGIEE

CONTINU

Utiliser la forme algébrique

1. Déterminer la partie réelle et la partie imaginaire du
nombre complexe z=2i- 5.

2. Soit xet y deux réels.

Pour quelles valeurs de x et de y
at-on(x+2y) +ilx-2y +3)=2+i?

Calculer dans C

On considere les deux nombres complexes z=4 + 7i et
Z=-2+5i.

Déterminer la forme algébrique de :

a)z+ 7

b)z-Z

zxz

d) 22

152 TRE

K anoda
12 i# 0 p.17
Z

Utiliser le conjugué
d’'un nombre complexe

1.0n considére le nombre complexe z, =i - 2.
Déterminer la forme algébrique du conjugué de z.

2. Pour tout nombre complexe z onpose Z=z - Z +1.
Démontrer que Z est un nombre imaginaire pur.

s 114i
2. 0n considére le nombre complexe z” = TR
-2
a) Déterminer la forme algébrique de z°.
§ 1MM+i 11-
b) En déduire sans calcul la valeur de +——-oet
1-2i 1+ 2i

callage DL _11=1

1-2i 1+ 2i

syode ofede
M7 B p.10

Résoudre des équations dans C
Résoudre dans C les équations suivantes.
a)(1-2iz=3+i

b) -5z +i=7
- 0
€) z+2Z -4=i E‘E.‘ﬁip.n fﬁ p.19
d) 2z2-3z+10=0 syode ohode
e) 24 =121 Bhp. 21 W p 2

Utiliser le binome de Newton
1. En utilisant la formule du bindme de Newton, déve-
lopper (2 + 3i)%

n
2. Calculer la somme sz m
k=0 \k

3. Quel est le coefficient de x”
dans le développement de (x + 2)10? 5. p.21

Factorisation de polynémes
Factoriser les polynémes suivants. ode
gﬂ p.23

a)xt -1 b)x3-8
Equation de degré 3

1. 0On considére I'équation suivante :
2x3 - 22 - 24x=0.

a) Déterminer une solution évidente de I'équation.
b) Résoudre I'équation dans C.
2. 0n considére I'équation suivante :

x3-3x% +25x+29=0.
a) Vérifier que -1 est solution de I'¢quation.
b) Déterminer une factorisation de x3 - 3x2 + 25x + 29.
¢) En déduire toutes
les solutions complexes de I'équation. g@ p.23

Suites de nombres
complexes

On considére la suite de nombres complexes (z,) définie
par z,=1 - i et pour tout entier naturel, z,,,, = (1 +i)z,,.
1. Déterminer la forme algébrique de z, et de z,.

2. Démontrer que pour tout nombre complexez, z x z
estun nombre réel. .
3.0n consideére la suite (u,) définie paru, =z, X z,,.
a) Calculer ugy u, etu,.

b) Justifier que pour toutn € N, u, € R.

c) Démontrer que la suite (u,) est une suite géométrique
de raison 2.

d) En déduire l'expression de u,, en fonction de n.

e) Déterminer la limite de la suite (u,).

4. On souhaite déterminer la plus petite valeur de n tel
queu, > 1000.

a) Completer le programme en Python ﬁ suivant.

u=,,
n=0
while .. :
n=,.
u=..
print{...)

b) Déterminer la valeur de cet entier ?mp
a l'aide de la calculatrice. 12] p.25
Fonction et nombre complexe

Soit f la fonction définie pour tout nombre complexe z

différent de -2 parf(z) = =1

+2
1. Déterminer la forme algébrique de limage par fde :
a)3 b)i
2. Déterminer la forme algébrique du ou des antécédents
parfde:
a)3 b)i
3. Déterminer le ou les nombres complexes z tels que

= anode anede . o
==& gﬁp.m Ny 17 W .21 11 p. 24
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vers le supérieur

Résolution d’équation PCsl ) (MPsI)

L'ensemble S des solutions dans C de Iéquation gt
est:

a)S=1{2 + 2i}
€)S={2+2i;-2 + 2i}

=2z
z-3
b)S={2+2i;2-2i}
ds=¢g
D'aprés concours Techniciens supérieurs
de l'aviation (2016)

EE) Résolution d'équation Pcsi ) (MPsI
de degré 3
On considére le polynéme P défini sur C par:
P(2) =23 + (2 - 21)2% + (4 - 4i)z- 8i.
1. Démontrer que 2i est une solution de I'équation P(z) = 0.
2. Démontrer que P(z) = (z - 2i)(z2 + 2z + 4).
3. En déduire toutes les solutions dans C de I'équation
P(z) = 0.
D'aprés concours d'entrée ENSM (2017)

FEE) Les entiers de Gauss

Un entier de Gauss est un nombre complexe qui peut s'écrire
sous laformea+ibavecaeZetbe Z.
1. Donner un exemple d'entier de Gauss.
2. Démontrer que la somme de deux
entiers de Gauss est un entier de Gauss.

3. Démontrer que le produit de deux
entiers de Gauss est un entier de Gauss.

4. Le quotient de deux entiers de Gauss est-il un entier de
Gauss ?

) Forme algébrique
d’'un nombre complexe
Soit a un nombre réel. On considére les nombres complexes:

| PCSI 'MPSI__

2+ 2ai
1-i
1. Déterminer la forme algébrique de z,. Détailler le calcul.

2. Déterminer la forme algébrique de z,. Détailler le calcul.
D'aprés concours ENI-GEIPI (2018)

z,=(-4a+i)a-i)-(1+2ai)et z, =

ET38 Equation bi-carrée

On considére I'équation (E) : 2% - 22 -2 =0.

1.0n pose Z = z2 Ecrire (E) comme une équation en Z.
2. Résoudre cette nouvelle équation.

2. En déduire toutes les solutions de (E).
EGH calculer avec les nombres PCSl ) (MPsI)
complexes (1)

1. On considére le nombre complexe z = 3i, alors z* est

égala:
a) 81i b)-81
c)-81i d) 81

2. Les nombres réels a et b tels que pourtout z€ C,
B+2-)22+(1-2i)z-i=(z-i)z2 +az+ b) sont :
a)a=-2etb=1 b)a=-2etb=-1
cJa=2etb=1 d)ja=2etb=-1

D'aprés concours AVENIR (2017)
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EGE) calculer avec

les nombres complexes (2)

1. On note j un nombre complexe, solution de I'équation :

1+z+2z2=0.

On peut affirmer que (j +,2 + 3)3 est égal a:

a)o b)1 q)j d) ;2

2. 0n note Re(z) la partie réelle et Im(z) la partie imaginaire

d’'un nombre complexe z. Si z, et z, désignent deux nombres

complexes non nuls, alors Re((z, + iz,)(1 +i)) est égale a:

a) Re(z, o Im(z, +z,)

b) Re(z,) - Im(z,)

) Re(z, - z,)

d) Im(z,) - Re(z,)

3. Soit p un nombre réel et (E) I'équation suivante :
2pZ2+(1-plz+2p=0

A quel ensemble doit appartenir p pour que (E) ait deux

racines complexes conjuguées distinctes ?

1.1 S )
o|-573] Jet

LY I P g | Fpe
‘1}' ' 3]U{5'+ [ d’} ‘ JU{S‘+ [

D'aprés concours AVENIR (2019)

PCSI) (MPSI

E@ somme et produit de complexes

1. Calculer i" en distinguant plusieurs cas selon les valeurs
de l'entier naturel n.

2. En déduire selon les valeurs de n, la valeur de :
a)lasomme 1 +i+i2+ ... +i"

b) le produit 1 xixiZx ... xi".

165 Equation avec des complexes
Résoudre dans C I'équation suivante z2 + 2z +1=0.

EdA Nombre imaginaire pur PCSI | (MPSI
et nombre réel -
Pour tout z € C convenablement choisi, on note z” = ~_i
z’ est un nombre réel si, et seulement si: il
a) z est imaginaire pur différent de i.
b) z est imaginaire pur.
c) z est réel différent de 1.
d) z est réel.

D'aprés concours d'entrée a I'ENAC (2018)

Résolution d'équation

de degré 3

Soit a un nombre réel strictement supérieur a 1.

Soit (E) et (E") les équations d'inconnue complexe z:

(E):2%2-4z+4a%=0¢et (E) :2° - 422 + 4a%z = 0.

1. Justifier que I'équation (E) admet deux racines complexes

non réelles,

2. On note z, et z, les deux solutions de I'équation (E).

Donner les expressions de z, et z, en fonction de a.

2. En déduire l'ensemble S’ des solutions de I'équation (E').
D'aprés concours ENI-GEIPI (2019)

PCSI | |MPSI
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168 | Equation et trigonométrie

Pour tout nombre réel 6 € [0 ; it], on consideére I'équation :
2% -2cos(B)z+1=0.

1. Déterminer les valeurs de 0 pour lesquelles I'¢quation

admet une solution réelle.

2. Dans les autres cas, exprimer les solutions complexes

en fonction de 6.

) Racines carrées d’un nombre complexe
Dans cet exercice, nous allons nous intéresser a la notion
de racine carrée d'un nombre complexe.

1. Déterminer un nombre complexe dont le carré est égal a:
a) 25 b) -1 c)-4

2.0nveut déterminer un nombre complexe z dont le carré
estégalas + 12i.

Poserz=a+ibaveca etb deux réels, et résoudre I'€quation
Z2=5+12i

I‘ (CErEEEEES Pour résoudre une équation de la forme
ax*+bx? + c=0, on peut poser X = x2.

Equation du second degré a coefficients
complexes
1. Soita, b et c trois nombres complexes.
Démontrer que pour toutz € C, az’+ bz + ¢ = a(z + d)>+e?
avec d et e deux nombres complexes a déterminer.
2. Application : on considére I'équation :

222+(2 + 6i)z- 2+ 3i = 0.
a) Ecrire 222 + (2 + 6i)z— 2 + 3isous laforme a(z + d)2 + e
avec d et e deux nombres complexes a déterminer.
b) En déduire les solutions de I'équation.
Formules de Viéte Heihe
pour un polynome de degré 3
Soit P un polynéme de degré 3 admettant 3 racines com-
plexes:r,,r,etr;.
Pour tout z € C, on note P(2) = a,2> + a,2* + a,z+ay,
1. Montrer que la somme des racines complexes de P est
égale a -y

as
2. Montrer que le produit des racines complexes de P est
égala-Jo.
a3

Calcul de sommes

n
Calculer la somme Zk n k
o \K

I‘ (BT CB[EEES On pourra dériver de deux maniéres
différentes la fonction fdéfinie par flx) = (x+ 1)".

Equation de degré 3
Existe-t-il des équations de degré 3 a coefficients réels
admettant exactement trois solutions complexes distinctes
et non réelles ?

Probléeme ouvert

vers le supérieur

Résolution par radicaux de I'équation de

degré 3

Dans cet exercice, on cherche a résoudre une équation (E) :
22+ ax? + bx + c=0, avec a, b, c trois réels.

a
1.Enposant X = x + E montrer que résoudre (E) revient

a résoudre (E') : X3 + pX + g. On donnera l'expression de p
etg enfonctiondea,b,c.

272 + 4p3
27
que si A > 0, alors une solution réelle de (E’) est

{j—qzﬁq‘—q—z\/ﬁ_

2.0npose A= . On veut montrer

xG:

a)OnposeX=u+v.

d+vi=-gq
Montrer que si p .alorsX estsolution de (E").
UXv=-—=
3
b) Posons U =u3 et V=3,
wivi=—g
Montrer que résoudre le systeme revient a
résoudre : uxv= "3
U+V=-q
3
UxV= P
27
27q% + 4p3
c)EnposantA= —q—-’q—et en supposant A > 0, déter-

miner un couple (U ; V) solution du systéme (on exprimera
U et Ven fonction dep et g).
d) En déduire que si A = 0, alors une solution réelle de (E")

est xozd_q-;\lz +#_q_2\/z

Electronique

En électronique, on représente
parfois les « résistances » de
certains composants par
des nombres complexes. Par
exemple, une résistance pure
est représentée par le réel
Z, =R, tandis qu'une bobine
est représentée par le complexe Z, =iLw, ol L dépend de la
bobine et w du courant qu'on met dans le circuit. Lorsqu’une
résistance et une bobine sont montées en paralléle, on
peut les remplacer par un composant unique associé au
complexe Z, tel que:

Sciences

1 1 1
—_—— —
Z. Z, Z

e r

R % ('f + —R~EJ
Loy
—
1+ (,_.R_)
Lm

Démontrer que Z, =
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Travaux pratiques

< Y
TICE _ ¢ 0fmin Calculer

n Utilisation d’un logiciel de calcul formel o

L'objectif de ce TP est d'apprendre a utiliser un logiciel de calcul formel afin de réaliser des calculs utilisant des
nombres complexes.

A » Calculs algébriques dans C B e (3i21)

[y

1. Ouvrir le logiciel de calcul formel Xcas sur l'ordinateur.
Dans toute la suite du TP, pour obtenir la syntaxe ou un i
exemple d’utilisation d'une fonction sur Xcas, on peut | 2 | im(3+2i)

taper le nom de la fonction, puis appuyer sur F1. I 2

2. On considere le nombre complexe z =15 + 3i.

a) Donner la partie réelle et la partie imaginaire de z. Qi S Ebe ( (G20 /(44341

b) En utilisant les fonctions « re » et « im » retrouver les 18 -1

résultats de la question a) sur Xcas. 25 25

3. a) Déterminer la forme algébrique de (5+ 3i) X (2 +i) | 4 | developper((3+2i)~2)

2 5+3"_ 5+12%i
2+i

5 | conj(3+21i)

b) En utilisant la fonction « simplifier » retrouver les ré-

sultats de la question a) sur Xcas. ) s
4. a) Déterminer la forme algébrique de (5 + 3i)2 6 | resoudre dans C(z*i=2+i,z)
b) En utilisant la fonction « developper » retrouver les I  1o%4

résultats de la question a) sur Xcas.

. AA_Ewh =
5. a) Déterminer le nombre complexe conjugué de | | | factoriser(z73-6x"2+11z-6)

z=5+3i. (z—-3) *(z-2) * (z—-1)
b) En utilise_mt la fonction « conj » retrouver les résultats Exemples d'utilisations de fonctions sur Xcas
de la question a) sur Xcas.

B » Résolution d'équations

Pour résoudre des équations avec Xcas, il existe deux fonctions :

—resoudre : cette fonction permet de résoudre des équations dans R ;

—resoudre_dans_C: cette fonction permet de résoudre des équations dans C.

1. Résoudre dans C les équations suivantes. On donnera le résultat sous forme algébrique.

a)z+2i=3-i

b)z+2z=3-i

2. Vérifier les solutions trouvées dans la question 1. en utilisant le logiciel Xcas.

3. En utilisant Xcas, résoudre dans R, puis dans C les équations suivantes.

a)Z2+2z+4=0

bl Z2+4z+2=0

C » Factorisations et équations
17 9 i
1. Pour tout z € C, on pose P(z) = 2% + ?z3 + Ezz + Sb~ 4,
On cherche a résoudre I'équation P(z) = 0.
a) En utilisant la fonction « factoriser » dans Xcas, déterminer une factorisation dans R de P(z).
) En déduire les solutions dans R de I'équation P(z) = 0.
) En déduire les solutions dans C de I'équation P(z) = 0.
2. a) En utilisant la fonction « factoriser » dans Xcas, déterminer une factorisation dans R de z6 - 1.
b) En déduire les solutions dans R, puis dans C de I'équation 26— 1=0.
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B Algorithmes et equations du second degreé

3

TICE za min Raisonner
i Calculer

Soit fune fonction polynéme de degré 2 de la forme fix) = ax? + bx + ¢, aveca # 0.
1. Compléter le programme suivant en Python ﬁ , afin qu'il détermine les racines réelles éventuelles de f.

Programme

lienmini fr/maths-e0110 [A]ERRRES A

print (" pas de solution réelle ")

0rrmon 48 g L

else :

if o §
x=..
print (" La racine est ", x)

else :
xl=..
x2=..
print (" Les deux racines sont ", x1, x2)

2. Ecrire ce programme dans votre calculatrice ou dans un logiciel et le tester avec les fonctions suivantes.
a) fx) =x% - 2x+ 10 b)) =2+ 2x+1

o) f)=x2+x-2

3. Vérifier par le calcul.

4. Modifier ce programme, afin quil détermine également les racines complexes éventuelles de f.

(Remarque Pour utiliser les nombres complexes sur Python a , il faut utiliser la bibliothéque cmath.

De plus, pour exprimer i en Python a , il faut utiliser 1j. Par exemple : 5 + 2i s'écrira 5+2%1j.
5. Reprendre les questions 2. et 3..

B

W

B Suites croisées de nombres complexes

TICE 2& min Chercher
. Calculer

On consideére les suites (u,) et (v,) de nombres complexes définies paruy, =1 +2i;v,=2+ietpourtoutn € N:

{“nﬂ:“n +iv,

Vn+]::Vn-+IUn

1. Déterminer la forme algébrique de u, et v,.
2.0Onnoteu,=a, +ib, etv,=c, +id, aveca,, b, c, etd desnombresréels.
a) Donner lesvaleurs de a, ; b, ; ¢, et d,,

b) Déterminer l'expression dea,,, deb, ,,, dec, , etded, , enfonctiona,,b,,c, etd,.
3. On souhaite déterminer la forme algébrique de u,, etde v, .
a) Recopier le tableau ci-dessous dans un tableur.

4 A | B [ ¢ | b | E
1|n a, b, g, d,
(2] 0

(3] 1

[ 4 | 2|

b) Compléter la colonne A pour qu'elle contienne tous les entiers de 1 a 100.

c) Compléter les cellules B2, C2, D2 et E2.

d) Quelle formule faut-il rentrer dans la cellule B3 7 dans la cellule C3 ? dans la cellule D3 ? et dans la cellule E3 7
e) En étirant vers le bas, compléter les colonnes B,C,D et E.

f) En déduire la forme algébrique de u, 5, et v,y

—-\
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