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Le bareme est a titre indicatif

Exercice 1 (6 points)

Soit I’application f qui admet pour écriture complexe :
, (3+4i)z+ 52
z'=f(2) =——

1) Onposez = x + iy (avec x ety réels).
Déterminer la partie réelle et la partie imaginaire de z’ en fonction de x et y.

(3+4i)z+ 5z B+4)(x+iy)+5kx —iy)
o) == - :

, 3x + 3iy + 4ix — 4y + 5x — 5iy

& z = c
8x —4y) + (4x — 2y)i

o Z, _ (Bx—4y) 6( x — 2y)i

, _ (dx-2y) (2x-y).
& z = + i

3 3
Donc Re(z') = —(4’:23’ ) et Sm(Z) = —(Zx;y )

2) Onposez; = 1 + 2i.
Montrer que, pour tout nombre complexe z :
7 —z _Z + Z Z—Z

o 6 '3
, (B+4i)z+5z
Repartons de z' = G :
(3+4i)z+5z 6z .
z'— 7 < 6 —?>(1—21) (=3 +4)z+52)(1 —2i) (—3z + 4iz + 52)(1 — 2i)
1+20 5 N 30 N 30
=—3z+4iz+52‘+6iz+82—10iz'=52+1Oiz+52'—10iz'=Sz+z'+1ol_z—z’
30 30 30 30
z+z z—1z
~ 6 '3

’

zZ'—

3) En déduire que le nombre == est réel.

Z1

C’estunréel car z + Z = 2x et z — Z = 2iy donc
z+z'+_z—z'_2x+_2iy_2x—4y_x—2ye
6 '3 6 '3 6 3

On pouvait remplacer z par x + iy :
1 .1
z/—z F@x—=2y=3x)+iz@x—y—3y) 1(x—-2y)+i(2x—4y) 1-2i

X
Z4 1+2i 3 1+2i 1-—2i
5x =10y x—2y

15 3

R

1
=E[(x—2y+4x—8y)+i(2x—4y—2x+4y)] =
Ce qui donnait le résultat directement.
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Exercice 2 : Restitution organisée de connaissances (6 points)

On suppose connu le fait que pour tout nombre complexe z = x + iy ou x € R et y € R, le conjugué de z
est le nombre complexe z défini par z = x — iy et que pour tous nombres complexes z; et z,,

le22:zxz

Démontrer que :

Z2
2 - Zy _ Zy 1 _ 1
1=— donc 1=(—) or 1=1cet (—)z(zzx—)=22x<—>
Z2 Z2 27 %) 27
1 1 1
donc 7, X (—) =1 et (—) = —
Z2 Z2 Z3

Exercice 3 : Second degré (8 points)

On considere le polyndme P défini sur C par :
P(z) = z3 + (2-2i)z® + (4- 4i)z- 8i.
1) Démontrer que 2i est une solution de I’équation P(z) = 0.

P2i) = (203 + (2- 20)(20) + (4- 40)(20)- 8i
= —8i+(2—2i)(—4) +8i — 8i% — 8i
— —8i—-8+8i+8i+8—8i
= 0

P(2i) = 0 donc 2i est bien solution de 1I’équation P(z) = 0.

2) Démontrer que P(z) = (z- 2i)(z® + 2z + 4).
3) En déduire toutes les solutions dans C de I’équation P(z) = 0.

Exercice 4 : The Bonus !

Calculer selon les valeurs de n, la valeur de :

a) lasommel + i + i%? + ...+ i"™

1— in+1 1— in+1

1+i+i°+..+i"=1x =
1—1i 1—i
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b) leproduitl x i X i? x .. x i™

; ) ; 142434+ intl)
1 XiXi“X ..xi"=i Tt =72



