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Exercice 1 

Soit 𝑋 = (
1 2 − 𝑥

2𝑥 + 3 3
). 

Pour quelle valeur de 𝑥 la matrice 𝑋 est-elle égale à sa transposée ? 

𝑋𝑇 = (
1 2𝑥 + 3

2 − 𝑥 3
)   𝑑𝑜𝑛𝑐  𝑋𝑇 = 𝑋 ⟺ {

2 − 𝑥 = 2𝑥 + 3
2𝑥 + 3 = 2 − 𝑥

 ⟺   2𝑥 + 3 = 2 − 𝑥 ⟺   𝑥 = −
1

3
 

 

Exercice 2 

Ecrire la matrice 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗) de dimension 𝑛 × 𝑝 correspondante. 

𝑛 = 3  𝑒𝑡   𝑝 = 2  ;   𝑎𝑖𝑗 = {
𝑖  si  𝑗  est pair
𝑗  sinon

 

𝐴 est une matrice 3 lignes et 2 colonnes. 

𝐴 = (

𝑎11 𝑎12
𝑎21 𝑎22
𝑎31 𝑎32

) = (
1 1
1 2
1 3

) 

 

Exercice 3 

𝐴 = (
3 −1
−1 0

)  et  𝐼2 = (
1 0
0 1

) 

1) Vérifier par le calcul que 𝐴(𝐴 − 3𝐼2) = 𝐼2 

𝐴(𝐴 − 3𝐼2) = (
3 −1
−1 0

) × ((
3 −1
−1 0

) − 3 (
1 0
0 1

)) = (
3 −1
−1 0

) × (
0 −1
−1 −3

) = (
1 0
0 1

) = 𝐼2 

2) En déduire que A est inversible et déterminer son inverse. 

Il existe donc une matrice 𝐵 telle que 𝐴 × 𝐵 = 𝐼2 donc 𝐴 est inversible et 𝐵 = 𝐴−1 = 𝐴 − 3𝐼2 = (
0 −1
−1 −3

) 

 

Exercice 4 

On donne 𝑀 = (
1 1 1
1 −1 1
4 2 1

)  et  𝐼 = (
1 0 0
0 1 0
0 0 1

). 

1) Déterminer la matrice 𝑀2 à l’aide de la calculatrice. 

On admet que 𝑀3 = (
20 10 11
12 2 9
42 20 21

). 

𝑀2 = (
6 2 3
4 4 1
10 4 7

) 

 

2) Vérifier que 𝑀3 = 𝑀2 + 8𝑀 + 6𝐼. 

𝑀2 + 8𝑀 + 6𝐼 = (
6 2 3
4 4 1
10 4 7

) + 8(
1 1 1
1 −1 1
4 2 1

) + 6(
1 0 0
0 1 0
0 0 1

) = (
20 10 11
12 2 9
42 20 21

) 

 

3) En déduire que la matrice 𝑀 est inversible et que : 𝑀−1 =
1

6
(𝑀2 −𝑀 − 8𝐼) 

𝑀3 = 𝑀2 + 8𝑀 + 6𝐼 ⇔ 𝑀3 −𝑀2 − 8𝑀 = 6𝐼 ⇔   𝑀(𝑀2 −𝑀 − 8𝐼) = 6𝐼 

 ⇔   𝑀 ×
1

6
(𝑀2 −𝑀 − 8𝐼) = 𝐼    

Ceci prouve qu’il existe une matrice 𝐴 telle que 𝑀 × 𝐴 = 𝐼 donc 𝑀 est inversible et 

𝑀−1 = 𝐴 =
1

6
(𝑀2 −𝑀 − 8𝐼) 



Exercice 5 

(𝑆) est le système {

−𝑦 + 2𝑥 = 7 − 𝑧
−𝑥 + 𝑧 = 4 − 2𝑦
𝑥 + 𝑧 = 2𝑦

 

1) Écrire le système (𝑆) sous la forme matricielle 𝐴𝑋 = 𝐵 , où 𝐴, 𝑋 et 𝐵sont des matrices que l’on 

précisera. 

{

−𝑦 + 2𝑥 = 7 − 𝑧
−𝑥 + 𝑧 = 4 − 2𝑦
𝑥 + 𝑧 = 2𝑦

   ⟺  {

2𝑥 − 𝑦 + 𝑧 = 7
−𝑥 + 2𝑦 + 𝑧 = 4
𝑥 − 2𝑦 + 𝑧 = 0

 ⟺  (
2 −1 1
−1 2 1
1 −2 1

) × (
𝑥
𝑦
𝑧
) = (

7
4
0
) 

 

2) Déterminer la matrice inverse de 𝐴 à l’aide de la calculatrice, puis résoudre le système (𝑆). 

𝐴−1 =
1

6
(
4 −1 −3
2 1 −3
0 3 3

) 

𝐴𝑋 = 𝐵 ⟺  𝐴−1 × 𝐴 × 𝑋 = 𝐴−1 × 𝐵 ⟺   𝑋 = 𝐴−1𝐵 ⟺   𝑋 = (
4
3
2
) 

 

Exercice 6 

𝑀 = (
0 −1
3 4

) ,  𝑃 = (
−1 1
1 −3

)  et  𝐷 = (
1 0
0 3

) 

1) Montrer que 𝑃 est inversible et donner à l'aide de la calculatrice, la matrice inverse 𝑃−1 de 𝑃, puis 

vérifier que 𝑀 =  𝑃𝐷𝑃−1 . 
det(𝑃) = (−1) × (−3) − 1 × 1 = 2 ≠ 0  donc  𝑃  est inversible. 

𝑃−1 =
1

2
(
−3 −1
−1 −1

) 

𝑃𝐷𝑃−1 =
1

2
(
−1 1
1 −3

) (
1 0
0 3

) (
−3 −1
−1 −1

) =
1

2
(
−1 3
1 −9

) (
−3 −1
−1 −1

) =
1

2
(
0 −2
6 8

) = 𝑀 

 

2) Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel 𝑛 ≥ 1 , 𝑀𝑛 = 𝑃𝐷𝑛𝑃−1. 
 

Initialisation : Pour 𝑛 = 1, 𝑀1 = 𝑀  et  𝑃𝐷1𝑃−1 = 𝑃𝐷𝑃−1 = 𝑀 donc l’initialisation est vérifiée. 

 

Hérédité : On suppose que pour 𝑛 fixé, 𝑀𝑛 = 𝑃𝐷𝑛𝑃−1, montrons que 𝑀𝑛+1 = 𝑃𝐷𝑛+1𝑃−1. 

𝑀𝑛 = 𝑃𝐷𝑛𝑃−1  ⟺   𝑀 ×𝑀𝑛 = 𝑃𝐷𝑃−1𝑃⏟  
𝐼

𝐷𝑛𝑃−1 = 𝑃𝐷𝐷𝑛𝑃−1 = 𝑃𝐷𝑛+1𝑃−1 

Conclusion : Pour tout entier 𝑛 ≥ 1, 𝑀𝑛 = 𝑃𝐷𝑛𝑃−1 
 

3) On admet que pour tout entier naturel 𝑛 ≥ 1, 𝐷𝑛 = (
1 0
0 3𝑛

). 

En déduire alors 𝑀𝑛 en fonction de 𝑛. 

𝑀𝑛 = 𝑃𝐷𝑛𝑃−1 = (
−1 1
1 −3

) (
1 0
0 3𝑛

) (
1

2
) (
−3 −1
−1 −1

)

=
1

2
(
−1 3𝑛

1 −3𝑛+1
) (
−3 −1
−1 −1

)

=
1

2
(
3 − 3𝑛 1 − 3𝑛

−3 + 3𝑛+1 −1 + 3𝑛+1
)

= (

3 − 3𝑛

2

1 − 3𝑛

2
−3 + 3𝑛+1

2

−1 + 3𝑛+1

2

)

 


