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Définition

Définition
Soit f une fonction de trois variables. On appelle équation
différentielle du premier ordre une équation de la forme

fiy',y,x)=0

avec y une fonction dérivable de la variable x et de dérivée y’
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Exemples

y' =3y est une équation différentielle du premier ordre : on a bien
f(y',y,x) =0 en posant

f: XY, 2)—»X-3Y

Equations différentielles



Généralités

Equations linéaires homogénes a coefficients constants
Equations linéaires

Autres équations

Equations différentielles du premier ordre

Exemples
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f(y',y,x) =0 en posant

f: XY, 2)—»X-3Y

Equations différentielles



. Généralités

Equations différentielles du premier ordre Equations linéaires homogénes a coefficients constants
Equations linéaires
Autres équations

Exemples

y' =3y est une équation différentielle du premier ordre : on a bien
f(y',y,x) =0 en posant

f: XY, 2)—»X-3Y

| A\

Exemple

En terminale, vous avez étudié un cas particulier d'équations
différentielles : les équations différentielles linéaires a coefficients
constants du type

y'=ay+b, avec (ab)eR?

o
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Equation y’ = ay

Théoréme

Les fonctions solutions de I'équation différentielle y' = ay (avec a
un réel donné) sont les fonctions

x — Ae?*

ou A est une constante arbitraire.

Vous aurez donc remarqué qu'il existe une infinité de fonctions
vérifiant cette équation différentielle si on ne donne pas d’autre
précision.
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Résolvons (E7):3y’+2y =0
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Résolvons (E7):3y’+2y =0

2 . .
(B) =y = —3Y donc les solutions sont les fonctions de la forme

_2
y i x—Ae TR
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Unicité de la solution

Pour assurer |'unicité des solutions, nous avons besoin du théoréme
de CAUCHY qui fait appel a la notion de continuité d’une fonction
de plusieurs variables, donc hors de notre portée.

Par la suite nous retiendrons que si I'on peut écrire I'équation
différentielle sous la forme y’' = f(x,y) avec f « suffisamment
réguliére » sur un intervalle ouvert contenant xp, alors il existe une
unique solution telle que y(xp) = yo
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Unicité de la solution

Résolvons (E7) : 3y’ +2y =0 sachant que y(0) =1
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Unicité de la solution

Résolvons (E7) : 3y’ +2y =0 sachant que y(0) =1

: 2 SN
La fonction f : (x,y) — —=y est « assez réguliére » sur R.

Nous savons déja que les solutions sont les fonctions de la forme
y + x—Ae 2%, Donc y(0) =1 =A.
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Equations linéaires

Définition
Une équation différentielle linéaire du 1°" ordre est une équation de
la forme

ax)y' +bx)y = f(x)

avec a, b et f des fonctions continues sur un méme intervalle |.
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Equation sans second membre

Définition

L’équation sans second membre associée a a(x)y’'+ b(x)y = f(x) est

ax)y'+bx)y =0
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Equation sans second membre

L’équation sans second membre associée a a(x)y’'+ b(x)y = f(x) est

ax)y'+bx)y =0

Les solutions de I'équation différentielle a(x)y' + b(x)y =0 sont de
la forme

y(x) = e~/ s dx

avec \ un réel

A\

Equations différentielles



. Généralités
Equations différentielles du premier ordre Equations es homogénes 3 coefficients constants

Equations linéaires
Autres équa

Equations différentielles



Equations différentielles du premier ordre Equ. inéaires homogénes a coefficients constants
Equations linéaires
Autres équations

@ Résoudre I'équation différentielle y’' — ysinx =0
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@ Résoudre I'équation différentielle y’' — ysinx =0

@ Résoudre I'équation différentielle x2y’+y =0
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Théoréme

Pour obtenir la solution générale de I'équation
(E) : a)y’ +b(x)y =f(x)

on ajoute la solution générale de I'équation sans second membre a
une solution particuliére de (E).
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Variation de la constante

Nous savons résoudre I'équation sans second membre : le probléme
sera souvent de trouver une solution particuliére.

Regle pratique

Si x — Ap(x) est la solution générale de I'équation sans second
membre, on cherche des solutions de I'équation différentielle sous
la forme

yx) =AXx)p(x)

ou x — A(x) est maintenant une fonction dérivable de la variable X.
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Variation de la constante

@ Résoudre sur 10, +oo[ I'équation différentielle xy’ — 2y = x3e*
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Variation de la constante

@ Résoudre sur 10, +oo[ I'équation différentielle xy’ — 2y = x3e*

@ Résoudre sur ]0, +oo[ I'équation différentielle
X2y +(1-2x)y =x?
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Equation de Bernoull;

Définition

Une équation de Bernoulli est une équation de la forme

ax)y' +bx)y = y?f(x) aveca#1

Une telle équation se résout en posant z = y1=2
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Equation de Bernoull;

Résoudre I'équation différentielle 2xy? —y + xy’ = 0
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Equations a variables séparables

Définition

C’est une équation de la forme

a(x) =y'b(y)
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Définition

C’est une équation de la forme

a(x) =y'b(y)
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Equations a variables séparables

C’est une équation de la forme

a(x) = y'b(y)

Reégle pratique

On écrit I'équation sous la forme a(x) dx = b(y) dy qui se traduit par

fa(x) dx:fb(y) dy

A\
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Définition

Soit f une fonction de quatre variables. On appelle équation
différentielle du deuxiéme ordre une équation de la forme

fo",yy,x)=0

avec y une fonction deux fois dérivable de la variable x, de dérivée
premiére y’ et de dérivée seconde y".

Equations différentielles



Généralités
Equations se ramenant au premier ordre
Equations différentielles linéaires du second ordre
= N Py . L Equations linéaires a coefficients constants
Equations différentielles du deuxiéme ordre ST GRS
Résolution de I'équation sans second membre
Equation avec second membre

Equations différentielles



Généralités
Equations se ramenant au premier ordre
Equations différentielles linéaires du second ordre
Equations linéaires a coefficients constants
Equation caractéristique
de I'équation sans second membre
avec second membre

Equations différentielles du deuxiéme ordre

o y" =3y’ —32y? +sinx est une équation différentielle du
premier ordre : on a bien f(y”,y’,y,x) =0 en posant

f: XY, ZT)—X-3Y +32y? —sinx
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o y" =3y’ —32y? +sinx est une équation différentielle du
premier ordre : on a bien f(y”,y’,y,x) =0 en posant

f: XY, ZT)—X-3Y +32y? —sinx

@ En physique, vous avez souvent rencontré de telles équations.
Ainsi, pour un pendule simple on obtient I'équation

e//z_ge
1
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Exemple

Considérons I'équation différentielle (E):y" -2y’ +y = x2
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Exemple

Considérons I'équation différentielle (E):y" -2y’ +y = x2

@ Montrez que la fonction f définie sur R par f(x) =x° +4x+6
est une solution de (E).
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Exemple

Considérons I'équation différentielle (E):y" -2y’ +y = x2

@ Montrez que la fonction f définie sur R par f(x) =x° +4x+6
est une solution de (E).

@ Montrez que f est la seule fonction polynémiale du second
degré solution de (E).
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Exemple

Considérons I'équation différentielle (E):y" -2y’ +y = x2

@ Montrez que la fonction f définie sur R par f(x) =x° +4x+6
est une solution de (E).

@ Montrez que f est la seule fonction polynémiale du second
degré solution de (E).

@ Montrez que la fonction g définie sur R par
g(x) = (2x —5)eX +x? +4x + 6 est une autre solution de (E).

Equations différentielles



Généralités

Equations se ramenant au premier ordre
Equations différentielles linéaires du second ordre
Equations linéaires a coefficients constants
Equation caractéristique

Résolution de I'équation sans second membre
Equation avec second membre

Equations différentielles du deuxiéme ordre

Exemple

Considérons I'équation différentielle (E):y” -2y’ +y = x?
@ Montrez que la fonction f définie sur R par f(x) =x° +4x+6
est une solution de (E).

@ Montrez que f est la seule fonction polynémiale du second
degré solution de (E).
@ Montrez que la fonction g définie sur R par
g(x) = (2x —5)eX +x? +4x + 6 est une autre solution de (E).
@ Montrez que la fonction h définie sur R par
h(x) = (32x — 80)e* + x2 + 4x + 6 est aussi solution de (E).
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Il faudra commencer par vérifier si I'équation différentielle ne peut
pas étre résolue comme une équation différentielle du premier
ordre.

Exemples

\ |
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Il faudra commencer par vérifier si I'équation différentielle ne peut
pas étre résolue comme une équation différentielle du premier
ordre.

Exemples

Equations incomplétes en y Considérons par exemple |'équation
y" +y’ =x. On se raméne au premier ordre en posant
z(x) = y'(x).
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Il faudra commencer par vérifier si I'équation différentielle ne peut
pas étre résolue comme une équation différentielle du premier
ordre.

Exemples

Equations incomplétes en y Considérons par exemple |'équation
y" +y’ =x. On se raméne au premier ordre en posant
z(x) = y'(x).

Equations incomplétes en x C'est un peu plus délicat. Considérons
I'équation y" + (y")2+yy’ =0. On pose z(y) = y’, alors
y"=2zz'.
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Equations linéaires

Définition

Une équation différentielle linéaire du 2°™¢ ordre est une équation
de la forme

ax)y”" +b(x)y' +c(x)y = f(x)

avec a, b, c et f des fonctions continues sur un méme intervalle I.
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Remarques

On définit comme dans le cas du premier ordre de I'équation sans
second membre. On admettra qu’il est nécessaire et suffisant de
connaftre deux solutions particuliéres indépendantes de I'équation
sans second membre pour obtenir toutes les solutions qui s'écrivent
alors comme combinaison linéaire de ces deux solutions
particuliéres.

Malheureusement, il est assez difficile de résoudre de telles
équations. Nous nous contenterons donc de I'étude des équations a
coefficients constants.
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Définition

Une équation différentielle linéaire du 2°™¢ ordre a coefficients
constants est une équation de la forme

ay” + by’ +cy =f(x)

avec a, b, c des réels et f une fonction continue sur un intervalle I.
. o
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Définition

On appelle équation caractéristique de |'équation différentielle
ay” + by’ + cy = 0 I'équation d'inconnue r

ar’+br+c=0

Il reste a discuter selon le signe du discriminant.
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Soient r; et r les solutions de I’équation caractéristique et
(A1, A2) €R?

Théoréme
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Soient r; et r les solutions de I’équation caractéristique et
(A1, A2) €R?

Théoréme

A>0 alors y =\1e"* +\ye™*
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Soient r; et r les solutions de I’équation caractéristique et
(A1, A2) €R?

Théoréme

A>0 alors y =\1e"* +\ye™*

A=0 alorsn=rp=r et y=e™(A1x+Ap)
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Soient r; et r les solutions de I’équation caractéristique et
(A1, A2) €R?

Théoréme

A>0 alors y =\1e"* +\ye™*
A=0 alorsn=rp=r et y=e™(A1x+Ap)

A<0 alors rp=a+ib et y =e** (Ajcos(bx) + Azsin(bx))
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Comme dans le cas du premier ordre

Théoréme

Pour obtenir la solution générale de I'équation

(E) : ay +by' +cy=Ff(x)

on ajoute la solution générale de I'équation sans second membre a
une solution particuliére de (E).

mais il est plus difficile de trouver une solution particuliére, sauf
dans quelques cas particuliers & connattre.
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Le second membre est une fonction polynome

Si ay"” + by’ + cy = P(x) avec P une fonction polynéme de degré n,

alors on cherche une solution particuliére sous forme d’une fonction
polynéme de degré
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Equations différentielles



Généralités
Equations se ramenant au premier ordre
Equations différentielles linéaires du second ordre
= : s . i Equations linéaires a coefficients constants
Equations différentielles du deuxiéme ordre S GRS
Résolution de I'équation sans second membre
Equation avec second membre

Le second membre est une fonction polynome

Si ay"” + by’ + cy = P(x) avec P une fonction polynéme de degré n,

alors on cherche une solution particuliére sous forme d’une fonction
polynéme de degré

@ n si a, b et ¢ sont tous non nuls ;
@ n+tlsia#0, b#0etc=0;

Equations différentielles



Généralités
Equations se ramenant au premier ordre
Equations différentielles linéaires du second ordre
= : s . i Equations linéaires a coefficients constants
Equations différentielles du deuxiéme ordre S GRS
Résolution de I'équation sans second membre
Equation avec second membre

Le second membre est une fonction polynome

Si ay"” + by’ + cy = P(x) avec P une fonction polynéme de degré n,

alors on cherche une solution particuliére sous forme d’une fonction
polynéme de degré

@ n si a, b et ¢ sont tous non nuls ;
@ n+tlsia#0, b#0etc=0;
@ n+t2sia#0 et b=c=0.

Equations différentielles



Généralités
Equations se ramenant au premier ordre
Equations différentielles linéaires du second ordre
= : s . i Equations linéaires a coefficients constants
Equations différentielles du deuxiéme ordre S GRS
Résolution de I'équation sans second membre
Equation avec second membre

Le second membre est une fonction polynome

Résoudre y"" -2y’ —3y = P(x) avec

Equations différentielles



Généralités
Equations se ramenant au premier ordre
Equations différentielles linéaires du second ordre
= : s . i Equations linéaires a coefficients constants
IXiem rare - . -
Equations différentielles du deuxiéme ordre Equation caractéristique

Résolution de I'équation sans second membre
Equation avec second membre

Le second membre est une fonction polynome

Résoudre y"" -2y’ —3y = P(x) avec
o P(x)=2x2-1

Equations différentielles



Généralités
Equations se ramenant au premier ordre
Equations différentielles linéaires du second ordre
= : s . i Equations linéaires a coefficients constants
IXiem rare - . -
Equations différentielles du deuxiéme ordre Equation caractéristique

Résolution de I'équation sans second membre
Equation avec second membre

Le second membre est une fonction polynome

Résoudre y"" -2y’ —3y = P(x) avec
o P(x)=2x2-1
o P(x)=2x%2—x

Equations différentielles



Généralités
Equations se ramenant au premier ordre
Equations différentielles linéaires du second ordre
= : s . i Equations linéaires a coefficients constants
IXiem rare > . P
Equations différentielles du deuxiéme ordre Equation caractéristique

Résolution de I'équation sans second membre
Equation avec second membre

Le second membre est une fonction polynome

Résoudre y"" -2y’ —3y = P(x) avec
o P(x)=2x2-1
o P(x)=2x%2—x
o P(x)=2x?

Equations différentielles



Généralités
Equations se ramenant au premier ordre
e . Equations différentielles linéaires du second ordre

= o s o i Equations linéaires a coefficients constants
Equations différentielles du deuxiéme ordre Sl e A

Résolution de I'équation sans second membre
Equation avec second membre

f(x) est de la forme e™ P, (x) avec me C

On se raméne au cas précédent en posant y(x) = z(x)e™ et on
obtient le théoréme suivant

Théoréme

Aprés changement de variable y(x) = z(x)e™*, I'équation devient

az"" + Qam+ b)z' + (am® + bm+¢)z = P(x)

On cherche alors z sous la forme d’un polynéme de degré
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Il peut étre pratique de décomposer le second membre en somme
de deux fonctions simples.

Théoréme

Si f(x) = f1(x) + fa(x) pour tout x de | et si y1 et y» sont les
solutions respectivement de ay” + by’ + cy = fi(x) et

ay” + by' + cy = fr(x) alors y1 + y» est une solution particuliére de
ay” + by’ +cy =f(x)
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Cela sera surtout pratique quand le second membre sera du type
P(x)cos(wx), cas trés fréquent en physique. Il suffira alors de
revenir au dernier cas étudié en introduisant les seconds membres
P(x)e'* puis P(x)e™ X || restera a faire la demi somme des

el(JJX +e ()¢

solutins particuliéres trouvées puisque cos(wx) = 5

Résoudre y" + 4y = 2x cos(2x)
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