Evaluation n°2 - 31 janvier 2023 (2h00)

Exercice 1 (9 points) Asie Mai 2022 51

Soit f une fonction définie et dérivable sur R. On consideére les points A(1 ; 3) et B(3 ; 5).

On donne ci-dessous C la courbe représentative de f dans un repere orthogonal du plan, ainsi que la tangente
(AB) a la courbe Cf au point A.
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Les trois parties de [’exercice peuvent étre traitées de maniere indéependante.

Partie A

1. Déterminer graphiquement les valeurs de (1) et f'(1).
On lit sur le graphique : f(1) = 3 et f'(1) = 1 (nombre dérivé égal au coefficient directeur de la droite
(AB)).

2. Lafonction f est définie par I’expression f(x) = In(ax? + 1) + b, ol a et b sont des
nombres reels positifs.
(@) Déterminer I’expression de f'(x).
Commea > 0etx?>0,0naax? > 0,doncax®+ 1> 1> 0:lafonction f est donc dérivable sur R et
sur cet intervalle f'(x) = —2

ax?+1’

(b) Déterminer les valeurs de a et b a I’aide des résultats précédents.
Les résultats du 1. peuvent s’écrire :

_ Ine+1)+b = 3
fa = 3
{f’(l) @{Za - 1
a+1

La deuxiéme équation donne 2a = a + 1 & a = 1 et en reportant dans la premiere :
In1+1)+b=3 © b=3-1n2.
Onadoncsur R, f(x) =In(x? + 1) + 3 — In2.
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Partie B
On admet que la fonction f est définie sur R par

f(x) =In(x? + 1) + 3 — In(2).

1. Montrer que f est une fonction paire.
Quel que soit le réel x, f(—x) = In[(—=x)? + 1] + 3 —In2 = In(x? + 1) + 3 — In(2) = f(x).
La fonction f est donc paire (la représentation graphique de f est donc symétrique autour de I’axe des
ordonnées).

2. Déterminer les limites de f en 4+oco et en —co,
Ona lim x% = 4o d’ou lim (x% + 1) = +oo et par composition lir+n In(x? +1) = 4o
X—+ 00

X—+o00 X—+00

Deplus, lim 3—In2 =3 —1In2 donc lirp f(x) = +oo.
X—>+ 00

X—>+00

La fonction étant paire lim f(x) = liIIl f(x) = +oo.
X——00 X—+ 00

3. Déterminer I’expression de f”(x).

Etudier le sens de variation de la fonction f sur R.

Dresser le tableau des variations de f en y faisant figurer la valeur exacte du minimum

ainsi que les limites de f en —oo et +oco.
Comme x2 + 1 > 0 quel que soit le réel x, la fonction f est dérivable sur R et sur cet intervalle :

2x
Fo=oa

Le dénominateur étant supérieur a zéro le signe de f('x) est donc celui de 2x, donc :
f'(x) < 0sur R et f'(x) > 0 sur R%. Conclusion f est décroissante sur R* et croissante sur R7.
Le nombre f(0) = In1 4+ 3 —In = 3 — In2 est donc le minimum de la fonction sur R. D’ou le tableau de
variations :

X —00 0 +00
f'(x) - 0 +
+00 +00
Jx) \ /
3-In2

4. A I’aide du tableau des variations de f, donner les valeurs du réel k pour lesquelles
I’équation f(x) = k admet deux solutions.
D’aprés le tableau de variations 1’équation f(x) = k admet deux solutions si k > 3 — In2.

5. Résoudre I’équation f(x) = 3 + In2.
f(x) =3 +1In2
& In(x?+1)+3-1In(2) =3 +1n(2)
& In(x? + 1) = 2In(2)
S In(x?+1) =1n4
& x%2+1 =4 (parcroissance de la fonction logarithme)
soit x2 = 3, d’ou deux solutions S = {_\/ﬁ; \/§}
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Exercice 2 (9 points) Am du Sud Sept 2022 S2

Le but de cet exercice est d’étudier la fonction f, définie sur J0 ; +oo[ ,par :
f(x) = 3x — xIn(x) — 2In(x)
PARTIE A: Etude d’une fonction auxiliaire g

Soit g la fonction définie sur ]0 ; +oo| par

g(x) =2(x—1)—xIn(x)
On note g’ la fonction dérivée de g. On admet que lir+n g(x) = —oo.
X—>+00

1. Calculer g(1) et g(e).
e g(1)=2%X0-1X0=0;
e gle)=2x(e—1)—exlne=2e—2—elne=2e—2—-e=e—2.

2. Déterminer lir(r)x+ g(x) en justifiant votre démarche.
X—

On sait que lim (xlnx) =0 et lim 2(x — 1) = —2 donc, par somme, lim g(x) = —2.
x—0% x—-07% x—-07%

3. Montrer que, pour tout x > 0, g'(x) = 1 — In(x).
En déduire le tableau des variations de g sur |0 ; +oo].
g est une somme de produits de fonctions dérivables sur ]0 ; 4oo[ et sur cet intervalle :
g (x) =2><1—1nx—xxi=2—lnx—1=1—lnx.
Etude du signe de la dérivée : g'(x) = 1 — Inx :
e 1-Inx>0 & 1>Inx & Ine>Inx & e > x, donc g est croissante sur I’intervalle |0 ; e[ ;
e 1-Inx<0 & 1=Inx < Ine =Inx & e = x, donc g est décroissante sur I’intervalle Je ; +oo] ;
e 1-Inx=0¢ 1<Inx © Ine<Ilnx & e<x, donc g(e) =e—2 est le maximum de g sur
10 ; +oo].
D’ou le tableau de variations de g :

x |0 e +00
g'(x) + 0 -
~0,718
e / \
-2 —00

4. Montrer que I’équation g(x) = 0 admet exactement deux solutions distinctes sur J0; +oo[ : leta

avec « appartenant a I’intervalle [e ; +oo].
On donnera un encadrement de « a 0,01 pres.

 Sur ’intervalle ]0 ; e[, la fonction g est dérivable, donc continue ; comme —2 < 0 < e, il existe d’apres

le théoréme des valeurs intermédiaires un réel unique £ de I’intervalle ]0 ; e[, tel que g(B) = 0.

Or de facon évidente g(1) = 0,donc 8 =1 ;

e Sur ’intervalle Je ; +oo], la fonction g est dérivable, donc continue ; comme 0,718 > 0, il existe un réel

unique « tel que g(a) = 0, avec a €]e; +ool.

Onag(49) = 0,01 et g(50) = —0,05,donc 4,9 < a <5,0;

g(4,92) = 0,0009 et g(4,93) = —0,005, donc 4,92 < a < 4,93.
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5. En déduire le tableau de signes de g sur ]0; +oo.
D’apres la question précédente on peut dresser le tableau de signes de g sur |0 ; +oo] :

x |0 1 a +00

g - 0 + 0 -

PARTIE B : Etude de la fonction f
On considere dans cette partie la fonction f, définie sur ]0 ; +oo[,par

f(x) = 3x — xIn(x) — 2In(x).
On note f' la fonction dérivée de f.
La représentation graphique C; de cette fonction f est donnée dans le repere (0; 7, 7 ) ci-dessous. On

admet que : 1irr(1)f(x) = 400,
X—

1. Déterminer la limite de f en +oco en justifiant votre démarche.
Inx

Ona: f(x) = x|3—Inx — 22| ;

Or lim (me) =0, et liT (—=Inx) = —oo, donc par somme de limites
X—>4+00

X—>+00

lim (3 — Inx — 21“7") = —oo, et donc par somme de limites :

X—+00
lim [3 —Inx — 2] = —oo,
X—+00 X
Comme lirp x = +oo, par produit de limites : lirp f(x) = —co.
X—+0o X—+co

2. (a) Justifier que pour tout x > 0, f'(x) = %.

Sur ]0; +oof, la fonction f somme de produits de fonctions derivables sur cet intervalle est dérivable et :

f' = 3-1 ! 2 !
(%) nx —x . .

= 3—-Inx—1—-
X

= 2—Inx——
X
_ 2x—xlnx -2
B x
_ 2(x—1)—xlnx  g(x)
B x X

(b) En deduire le tableau des variations de f sur ]0; +oo.
Le résultat précédent montre que puisque x > 0, le signe de f'(x) est celui du numérateur g(x) étudié a la
question 5. de la partie A.
Donc f'(x) > 0 sur I’intervalle [1; a] : f est croissante sur cet intervalle ;
f'(x) < Osur]O; 1[etsurJa; +oof : f est décroissante sur ces deux intervalles : (f (a) = 3,75)

x |0 1 a +00
f'(x) - 0 + -
H-00 =3,73
f \ / \
3 —00
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3. Question BONUS :

4
Montrer que f(a) = a —2 + -
D’apres la question A.4, g(a) = 0 donc

2(a—1) —aln(a) = 0
= aln(a) = 2(a—1)
f(e) = 3a—aln(a)— 2In(a)
= 3a—2(oz—1)—2><M
4a 4
= at+2——+—
a o«
4
= a—2+-—
a
Exercice 3 QCM (2 points)
1. Leréel a est définie par a = In(9) + In (?) +In (%) est égal a:
a) 1- %ln(3) b) %ln(B) ¢) 3In(3) +% d) - %ln(3)

V3 1 1 1
a=1n(9)+ln<?>+ln(§) =ln32+ln\/§—ln3—ln9=21n3+§ln3—1n3—21n3=—§1n3

2. On consideére la fonction f définie sur I’intervalle ]0 ; +oo[ par f(x) = In(x? + x + 1).
Pour tout réel x de I’intervalle ]0; +oo[, ona:

1 2 1
& )= B F0= gy [© S0=h@D | & Fw= gy

2x +1

Posons u(x) = x? + x + 1 et dans ce cas f(x) = Inu(x).

u’(x)

u(x)

2x+1
x24+x+1"

On sait que f'(x) = donc f'(x) =
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