FICHE METHODE : RESOUDRE UNE (IN)EQUATION COMPORTANT DES LOGARITHMES OU DES EXPONENTIELLES

Méthode :
Pour une (in)équation comportant deslogarithmes :

Exemple 1 : (in)équation simples

Résoudre les (in)équations suivantes :
(in)éq 1) Préciser les contraintes

1) Inx-3)-1=0 2) Essayer de seramener &:
2) eZX,g 250 uneinégalité du typeln A < In B (inéguations)
ou
3) In(x-1)—In(29) =0 une égalité du typeln A = In B (éguations)

4) e+ 2e%<0 3) Utiliser la croissance du logarithme :

INA<InB < A <B pourtousAet Bde]O0; +oo[ (Inéquations)
oulapropriéé: InA=InB < A=B pour tousA et B de]0 ; +wof (Equations)
Eviter de donner des arguments du genre : "on supprime les logarithmes”

4) Confronter les solutions aux contraintes.
SOLUTIONS Pour une (in)éguation comportant des exponentielles:
1) Pas de contraintes

1) Contrainte: x> 3 2) Utiliser lefait que l'exponentielle est 1a fonction réciprogque du logarithme:: In e =A

Résolution : pour x> 3,0na:
Inx-3) =1
Or,1=Inege dou: InNx-3)=1Ine

D'apréslacroissance du logarithme InA > InB < A > B pour tous A et B de]0 ; +oo[), on obtient :

Xx-3=e
X=z3+e
Comme3+e>3,ona: S=[3+e; +o
2) Ona: e 3 >2

D'aprésla croissance du logarithme InA > InB < A > B pour tous A et B de]0 ; +oo[), on obtient :

In(e*3)>1In2

Cest-a-dire: 2X-3=21In2
x> 3+In2
2
Conclusion : S=| 3+2|”2 : oo

3) Contraintes: x—1>0et 2x>0.Donc: x> 1.
Résolution : pour x> 1, 0na: In(x — 1) = In(2x)

D'apréslapropriété: InA=InB < A=B pour tousA et B de]0 ; +oo[, on obtient :

X—1=2x
x=-1
Or, —1 n'est pas supérieur a 1. Donc S=9

4) L'exponentielle est strictement positive. Donc, pour tout réel x : e+ 2e*> 0.
L'inéquation proposée n'a pas de solution : S=9

Exemple 2 : (in)équation factorisables

Résoudre les (in)équations suivantes :

1) In(x?) = (Inx)’

2) e¥-2e>0
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SOLUTIONS:

1) Contraintes: x= 0et x> 0. Donc: x> 0.
Résolution : on sait que, pour tout x> 0, on a: In(x*) = 2In x.
Notre équation sécrit donc : 2Inx=(Inx)?
Regroupons et factorisons : INx(2-Inx)=0

Un produit de facteurs est nul s et seulement s |'un des facteurs est nul :
Inx=0=In1ou Inx=2=In €?
D'apréslapropriété: InA=InB < A=B pour tousA et B de]O0 ; +oo[, on obtient :
x=1 ou x= e
Lesnombres 1 et e® sont strictement positifs (donc compatibles avec les contraintes)
D'ol : S={1; &%}
2) Comme e**= e* x e*, on alafactorisation suivante :
e (e*-2)=0
En divisant par €* (qui est strictement positif) :e* -2 >0
e=2
D'aprésla croissance du logarithme InA > InB < A > B pour tous A et B de]0 ; +oo[), on obtient :
Ine* >1In2
Xx=1ln2
S=[In2; +oof

Exemple 3 : inéquation résolue avec un tableau de signes. Voir exemple 4 de la fiche méhode "éudier le signe

d'une expression”

Exercices proposés : aprés avoir précise les éventuelles contraintes, résoudre :

1) In(bx-3)=2 5) In(x+3) <1+In(1-x)
2) In(@2x+ 1) + In(x - 3) = In(x + 5) 6) In (2“1) <0

x-1
3) INB=x)+1=>0 7) 5™ —13e** —6=0.

[Indication : on pourraposer X = €°*]
4) 2(Inx)?>+3Inx-2=0

Exercice de prolongement :

Soientn e N', x € ]0; +oo[et (E) I'équation : Inx= x"

1. Dans cette question, n = 1. Dresser le tableau de variation de la fonction f définie sur ]O ; +oof, par :
f(X) =x—Inx. En déduire, que dans le cas n = 1, I'éguation (E) n'a aucune solution dans]0 ; +oo[.

2. Dans cette question, n est quelcongue. En choisissant la bonne fonction, démontrer, comme ci-dessus, que

I'équation (E) n'a aucune solution dans]0 ; +oo[, quelque soitn € N,

Réponses des exercices proposés :
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