FICHE METHODE : COMPORTEMENTS ASYMPTOTIQUES

La notion d'asymptote a une cour be est liée & la notion de limite d'une fonction

Soit f une fonction représentée par une courbe C;.

Dans les définitions suivantes, le symbole *

représenteun "+" ouun "-" ;

e Silalimitede f en a est infinie, aors on dit que
la courbe C; admet une asymptote "vertical€e'
d'équation x = a.

o Silalimitede f en %o est un nombrefini k, alors

y

FC)

ax+bt - --——-——-

Aty=ax+b

\ Asymptote "oblique”

on dit que la courbe C; admet une asymptote
"horizontale" d'égquation y = k en 0.

Asymptote parallele a I'axe des abscisses
(Asymptote "horizontale")

i

e S lalimite en *co des nombres f(x) — (ax + b) est
nulle, alors on dit que la courbe C; admet une

asymptote "oblique" d'équation y = ax + b en oo,

<——— Asymptote paralléle a I'axe des ordonnées
(Asymptote "verticale")

Pour |'asymptote oblique, il faut bien comprendre ce qui suit : les nombres f(x) — (ax + b) représentent "I'écart

vertical" entrela courbe C; et ladroite A aux points d'abscisses x (distance MP sur lafigure).

Vocabulaire : on parle del'asymptote & une cour be (et non a une fonction). C'est une notion graphique.

Exemple1:
Soit f lafonction définie, sur R, par : f(x) = xe .
On note C; sa courbe représentative.

1) Etudier lalimitede f en +oo. Interpréter graphiquement.

2) Etudier lalimite de f en —oo. Interpréter graphicquement.

SOLUTION :

1) Onsaitque: lim x*e *=0 pour tout o > 1 (formulaire). Avec o = 1, on obtient : lim xe =0

X—>+00

X—>+00

Lalimitede f en +oo est finie, donc la courbe C,; admet une asymptote "horizontal€" en +oo d'équation y = 0.

2) Ona:
; —X H 1 H ; X +
[im e = lim — =+, puisgque lim e"=0".
X—>—%0 x—>-n @X X—>—o0
l[im X =—oo0.
X—>—00

Donc, par produit : lim xe = —oo.

X—>—00

Lalimite de f en —oo n'est pasfinie, donc la courbe C; n'admet pas d'asymptote "horizontale" en —co.

Exemple?2:

Soit f lafonction définie, sur ]2 ; +oo[, par : f)=In(x-2)—In(x+ 1) + x.

On note C; sa courbe représentative.

1) Démontrer queladroite D d'équation x = 2 est asymptote verticale a C;.

2) Démontrer que ladroite A d'équation y = x est asymptote oblique & C; en +o.
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SOLUTION :

1) Ici, il nepeut sagir que delalimiteen 2", (Car f est définiesur ]2 ; +oo[). On a:

2)

lim (x—2) =0", donc lim In(x—2) = —0. (Car lim In X = —w)
x—>2* x—>2* X—0*

lim [-In(x+ 1) +x]=-In3+2

x—>2*

Donc, par addition, lim f(x) = —oo.
x—2"

La courbe C; admet donc une asymptote "verticale" D d'équation x = 2.

Nous devons éudier lalimite en +oo de ladifférence: f(X) — x=In(x - 2) — In(x + 1).

Ladifférence In(x — 2) — In(x + 1) est indéterminée en +oo. (Forme "oo — c0")

D'apréslareation: InA-InB= Ing pour tous A et B de]0 ; +oo[, nous obtenons :

X—2

In(x-2)—In(x+1)=1In
X+1

Le quotient X;i est toujours indéterminé en +-o. (Forme" i ")
X+ o0

En mettant e terme de plus haut degré en facteur, on obtient :

(-3 22
X-2 X 7 x

x+1 x(l+£) 1.1
X X

Or, lim (1—§)=1et lim (1+%)=1 (car lim E=O)

X—>+00 X—>+00 Xx—>+40 X
1_2 X—2
Donc, par quotient :  lim X —1, cest-adire lim =1
X—>+00 1 x>+ X+ 1
1+—
X
On en déduit lim InX=2_In1-0

X—>+0 X+

Remarque : on obtient également ce
résultat en utilisant la régle : "la limite
d'une fonction rationnelle en +oo est égale &
la limite du quotient de ses termes de plus
haut degré'.

Bilan: lim [f(X) —x] = 0. Doncladroite A d'équation y = x est bien asymptote "oblique" & C; en +o.
X—> 40

Exercices proposés

1)

Soit C, la fonction définie, sur R, par : C(q) = 0,8 + 4(1 — 2q) e

Etudier leslimites de C,, en —o €t en +oo. Interpréter graphiquement.

2) On considérelafonction f définiesur R™ par : f(x) =2x—1+

e -1

Déterminer leslimitesde f en 0" et 0. Interpréter graphigquement.

Déerminer leslimitessuivantes: lim [f(X) —(2x—=1)] et lim [ f(X) —(2x—2)]. Interpréter

graphiquement.

Réponses des exercices proposés :

1) lim C(Q) = +o. Pas d'asymptote "horizontal€" en —o.
q—>—o0

lim Cy(q) = 0,8. Asymptote "horizontale"' d'équation y = 0,8 en +o.
g—>+0

2) lim f(X)=+w; lim f(x)=—c. Asymptote"verticale" d'équation x = 0.
x—0" x—>0"

Deux asymptotes obliques. En+oo: y=2x— 1. En -0 y=2X - 2.
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