FICHE METHODE : POSITIONS RELATIVES DE DEUX COURBES

Sont traités dans cette fiche les problémes de positions relatives de deux courbes ou d'une courbe par rapport a
une droite. (Une droite n'étant qu'une courbe particuliere)

Exemple1:

Soient f et g les fonctions définies par : f(X) = x> ; g(X) = x.

On note C; et C, les courbes respectives de ces fonctions.

Etudier, sur [0 ; +oof, les positions relatives des courbes C; et C,,.

SOLUTION : 9 c,
Pour cela, on étudie le signe de la différence f(x) — g(X) :
f0) =909 = x* = x=x(x- 1)
Tableau de signes: 4 c
9
X 0 1 +o| Calculset judtifications des sgnes 1o
X + +
------------------------------------------- 1 2 3
x—-1 - 0 + x-120< x>1
) -9(x) 0 - 0 +

Onadonc: f <gsur[0; 1] et f > gsur[1; +oof.
Graphiquement : C; est en dessous de Cy sur [0 ; 1] et C; est au dessus de Cg sur [1 ; +oof.

(Moralité : un nombre A n'est pas toujours inférieur AA2.. C'est vrai S A € [1; +oo maisfaux si A € [0; 1])

Exemple 2 :

Soient f lafonction définie par : f(X) = (x— 1)* + x.

On note C; sa courbe représentative et T latangente & C; au point d'abscisse xo = 1.
Etudier la position relative de C; par rapport aT.

SOLUTION :
. 3 u(x)=x-1
Lafonction f est delaforme: f=u+v ec
V(X) =X
On adonc: fr=3uu+v
Ce qui donne: fr)=3x-17°%+1

L'équation de latangente T & C; au point d'abscisse X, est donnée par laformule :
y = f(Xo) + /" (X0) (X — Xo)

Avec X = 1, nous obtenons : y=f(1)+f'(D(x-1)

Ona:f(l)=1etf'(1)=1

D'ou une équation de T : y=X

Laposition relative de C; par rapport & T est donnée par |e signe de la différence f(x) — x :
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fO)—x=(x-1°=(x-1)*(x-1)
On adonc: fX)-x20< x-120< x=21
Cest-a-dire: fR=2xe x=1

Conclusion : lacourbe C; est au dessusde T sur [1 ; +oof €t donc en dessousde T sur [—o ; 1].

Remargue : cet exemple illustre le cas ou la courbe "traverse” sa tangente. On appelle ceci "un point

d'inflexion".

Exercice supplémentaire : tracer, soigneusement, C; et T de I'exemple ci-dessus.

Exercices proposés :

1) Soit ¢ lafonction définiesur R par : o(x) = € — (x + 1).

Dresser le tableau de variation de ¢. En déduire le signe de lafonction o.

En déduire que la courbe de la fonction exponentielle est située au dessus de ladroite d'équation y = X + 1.
2) Soit f lafonction définie, sur ]2 ; +oof, par : f)=In(x-2) - In(x+ 1) + x.

On note C; sa courbe représentative.

Démontrer que ladroite A d'éguation y = X est asymptote oblique & C; en +co.

Etudier la position relative de C; et A.
(Voair auss la fiche méthode : "comportements asymptotiques")

Question supplémentaire : justifier pourquoi la fonction f de I'exercice 2 ci-dessus est définie sur ]2 ; +oo].

Réponses et/ou indications pour |es exercices proposss :

1) ¢'(X) = e*— 1. Montrer que : e'(X) =0 < x=0
On obtient ensuite facilement le tableau de variation de o.
Pour abtenir le signe de o, calculer ¢(0).

2) Ontrouve: f(X) - x=In(x-2) — In(x + 1).

Or,ona: X—-2<x+1

D'apréslapropriété: A<B< InA <InB pourtousAet Bde]O; +oo[, on obtient :

Pour tout x € 12 ; +oo : In(x-2) < In(x+ 1)
On en déduit, pour tout x € ]2 ; +oo[: fX)—-x<0
Donc: C; est en dessous de A sur ]2 ; +oof
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