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1¢r¢ partie : Fonction exponentielle

Exercice 1 Toutes les questions de cet exercice sont indépendantes
1. Vrai ou Faux ? (Justifier)

e

a. exp(l—x) = po——
e
VRALI : pot exp(1)x exp(—x) = exp(1 — x)
b = e?
eX

e3x _ _
FAUX: — = e3¥xe ™ = 3% % = 2%

e*-1 _ 1-e7*

eX+1  1+e*

2. Démontrer que pour tout réel x on a :

1-e™*  e*(1-e™¥) e¥-e¥e™* e¥*-1

1+e™*  eX(1+e™%) eX+eXe™*  eX+1’

, . . 3 2_
3. Déterminer lim e* t*"~1,
xX——00
. . . . 3 2_
lim x34+x%2—1= lim x3= -0 et lim eX =0 donc lim e* **" "1 = 0.
X—>—00 X—>—00 X—>—00 X——00

4. Résoudre dans R :
2
4 . — _2
a. l'équation e > —e* =0.
2

—_ - 2_ -
e —eT=0 o =¥ o X*-3="2x < x*+2x-3=0.

Résolution de x* +2x—3=0 : A= 16 donc I’équation admet deux solutions distinctes qui sont 1 et -3.

. , . 2_
Finalement 1’équation e*

b. linéquation "' >1.

_ _ 1
>l o M2 o 4x-120 < xzz.

Exercice 2 - Inspiré de Antilles Guyane Juin 2014

Question préliminaire : On admet que pour tout réel x, e* > x.

2
On définit la fonction g sur [0; +oo[ par g(x) = e* — %

— e =0 admet deux solutions : x = 1 et x = —3.

1. Etudier les variations de g sur [0; +oo[ et en déduire son signe (la limite en 400 n’est pas

demandée).

g'(x)=e"—x or e" >x pour tout réel x donc sur [0; +oo[ . Par conséquent g est strictement croissante

sur [0; 4oo[. De plus g(0)=e’ —0=1>0, on peut donc en déduire que g est strictement positive sur

[0; +oo].
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X X
2. En déduire que pour tout réel positif, e? > g puis que lirp % = +00.
X—+ 00
x? x?2 e* _ x
g(x) =e*—=>0 sur]0; +oo[ donc e® > = et—> .
X

Comme lim f = 400, le théoréme d’encadrement permet d’affirmer que lim = = 4oo.

X—+00 x—+00 X

Etude d’une fonction

On considére la fonction f* définie et dérivable sur I’ensemble R des nombres réels par f(x) =x+1 +ix .
e

On note C sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O;i, j).

1. Soit g la fonction définie et dérivable sur I’ensemble R par g(x)=1-x+e".

Dresser, en le justifiant, le tableau donnant les variations de la fonction g sur R (les limites de g aux

bornes de son ensemble de définition ne sont pas attendues). En déduire le signe de g(x) .
g est dérivable sur R comme combinaison simple de fonctions qui le sont, et pour tout réel x :
g'(x)=—-14+¢".Onaalors g'(x)>0 < e >1 < x>0.
Le tableau de variations de g est donc:

X —00 0 +00
g'(x) - 0 +
8 \ 2 /

On déduit du tableau précédent que, pour tout réel x, g(x)=>2>0.

2. Déterminer la limite de f en —oopuis la limite de /" en +oo.

lim(x+1)=—c et lim Yo w donc, par somme: hm f (x)=—0.

X—>—00 X—>—00 e

lim (x+1) =+ et, par croissances comparées lim —X—O donc, par somme hm f (x)=+o.

X—>+0 x40 @

3. Onappelle f'la dérivée de la fonction f sur R.

Démontrer que, pour tout réel x, f'(x)=e"g(x).
Pour tout réel x, on a:
le* —xe* e (1-x) l-x e +1-x _

f'(x)=1+ =1+ =1+— - e g(x).
e

(e" )2 e xe" e

4. En déduire le tableau de variation de la fonction f'sur R.

On a vu plus haut que, pour tout réel x, g(x) >0, et comme par ailleurs e * >0, on en déduit que f'(x)>0.
On obtient alors le tableau de variations suivant:

X —00 +00
f'(x +
+00
f
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5. Démontrer que I’équation f (x) =0 admet une unique solution réelle & sur R.
Démontrer que —-1<a <0.
La fonction f est continue sur |—oo;+ o[, strictement croissante. D’apres un corollaire du théoréme des
valeurs intermédiaires, ’intervalle ]—oo;+oo[ a pour image ]—oo;+ oo, ce dernier intervalle contenant 0, on
en déduit que I’équation f(x) =0 possede dans R une solution & unique.
Par ailleurs, f(-1)=-e' <0 et £(0)=1>0,donc: -1<a<0.

6. a. Démontrer que la droite T d’équation y = 2x + 1 est tangente a la courbe C au point d’abscisse 0.
La tangente 7 a pour équation réduite: y = f'(0)(x—0)+ f(0) < y=2x+1.

b. Etudier la position relative de la courbe C et de la droite T.
Pour tout réel x, f(x)~(2x+1)=x+1+--—Qx+1)=—x+--="(~¢" +1)
e

e e
Dressons alors un tableau de signes:

X —0QO +00

x —
1—e* +
k(x) —

o|lolo|o
I

On en déduit que C est située en dessous de 7 .

2¢me nartie : Nombres complexes

Exercice 1 (2,5 pts)
Donner sans calcul, par des considérations géométriques un argument de chacun des nombres complexes

suivant : i
= |
a) arg(1l+1i) =% b)arg(—1—i) = _%" i 1
c)arg(5) =0 d)arg(—13n) =n
e)arg(—3i) = —%
ol Aa=45°
-1 0 1
Bl 135°

=1

z,=1-i
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Exercice 2 (3 pts)
Déterminer dans chaque cas une forme trigonométrique de z.

a) z=3+3iV3

|| =[3+3i+/3| = 3|1+i3/3| =32 on en déduit que z=3+3i\/§=3\/5£%+i§]=3ﬁ(cos§+isin%}

b s L _lri L L
1-i 2 2 2
1oA2l 1 2 o 1 1. \2(V2 2) 2 7z ..oz
|z|:—+ ———|1+z|:—0nendedu1tque Z=—4—i=—7/| —+i— |=—| cos—+isin—
2 2 2 2 2 2\ 2 2 2 4 4
3+3i\3 : |3+3zf| 3+3i3) 32
¢) Onremarque que z = donc d’apreés a) etb) : |z|= =6 et
- L I B T
. 1) : 1 T I
arg(z)=arg((3+3z\/§)xfl)—arg(3+31x/§)+arg(l_lj 3+4 R

On en déduit que z=6 cos7—ﬂ+ isin7—”
12 12

Exercice 3 (1 pt)
Ecrire sous forme algébrique le nombre complexe z = (3 — 3i)°

|3—3i| :3|1—i|=3x/§ et arg(3-3i)=arg(l-i) :—%

On en déduit |z| = (3\/5)5 =972/2 et argz =5 x(—%} = 377[— 27 donc

z=9722 (cos—ﬂsmTj 9722 [—£+Z§J —972+972i .

Autre méthode :
2=(3-3i) =(3(1-0)) =3 (1-if
=243(1-i) x(1-1) x(1-1)
:243( 21) ( —2i)x (1 )
= 243(~4)(1-1)

=-972+972i

Exercice 4 (1,5 pts)

On donne dans le plan complexe les points A, B et C d’affixes respectives : zy = =2,z =1+1i et z, =
—1 — 3i . Quelle est la nature du triangle ABC ?

AB=|z,—z,|=[3+i=+10

AC =|zp —z,|=[1-3i|=+/10

BC =z, —z,|=|-2—4i|=20

On remarque que AB = AC donc le triangle ABC est isoc¢le.

De plus BC?> = AC? + AB? donc, d’apres la réciproque du théoréme de Pythagore, le triangle est rectangle en A.
Le triangle ABC est rectangle isocéle de sommet A.
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Exercice 5
Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct (0 ; u, v).
On sait que pour 2 points distincts A d’affixe z, et B d’affixe zz on a (Ti , ZE’)) =arg(zg — z4 ) [2m].
1) Montrer que pour tout point C d’affixe z. et D d’affixe z, on a (ZE’) , C—ﬁ) =arg (%) [27].
B™Z4A
(4B ,cD)=(4B i)+ (i .cD)
:—(& ,ZE)+(& 55)
= —arg(zB -z, )+arg(zD -z, ) [27[]

—arg(z, -z, )-arg(z, -z, [27] = arg (ﬂj[zﬁ]

B A

2) Ondonne zy = =2+ 2i,zp =2+ 2i etz; = 4i.
a) Calculer |%| et arg (M) :
AT4C

ZpA—ZC
Zp—Zc _ 2-2i _ 1-i :(1—1')(—14'1'):2:1 donc
Z,~ 2. —2-2i -—1-i 2
Zp—Zo| 1. Zp—Zc N 7T
_— | = :1 t = = 2 .
p— i|=1e arg(ZA_ch arg(i) 2[ |

b) En déduire la nature du triangle ABC.

Zp —Zc

D’une part,

=1 & |ZB —ZC| = |zA —ZC| < (B =CAdonc ABC est isocele de sommet C
247 %¢

Zp —Z¢

d’autre part, arg( J = % [27[] = (Ei ,C—B) = % [27[] donc ABC est rectangle en C.

Z472¢

Le triangle ABC est rectangle isocele de sommet C.
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