Exercice 1 (4 points)

Le plan est muni d’un repére orthonormé (01, f).

On considére une fonction f* dérivable sur I’intervalle [—3 ; 2].

On dispose des informations suivantes :

o f(0)=-1.

e ladérivée f' de la fonction f admet la courbe

représentative C ci -dessous.
Pour chacune des affirmations suivantes, dire si elle est vraie ou fausse et justifier la réponse.

1. Pour tout réel x de I’intervalle [-3; —1], f'(x) < 0.
Sur I’intervalle [-3 ; —1], la courbe C’ est située en dessous de 1’axe des abscisses et coupe celui-ci en —1, ce
qui signifie que la fonction f” est négative ou nulle sur cet intervalle.

L’affirmation est donc VRAIE.

2. La fonction fest croissante sur I’intervalle [—1 ; 2].
Pour connaitre les variations de f sur [—1 ; 2] , on a besoin de connaitre le signe de f” sur [—1 ; 2] donné par

la position de C’ par rapport a 1’axe des abscisses. Sur [—1 ; 2] , C’ est au-dessus de I’axe des abscisses donc

f est croissante sur [-1;2].
L’affirmation est VRAIE.

3. Pour tout réel x de I'intervalle [-3;2], f(x)=-1.
On sait que f est croissante (continue car dérivable) sur [—1 ; 2] etque f(0)=-1 donc f(x)<-1 sur
[-1;0[.
L’affirmation est FAUSSE.

4. Soit C la courbe représentative de la fonction f.
La tangente a la courbe C au point d’abscisse 0 passe par le point de coordonnées (1 ; 0).
La tangente & la courbe C au point d’abscisse 0 admet pour équation : y = f"(0)x(x—0)+ f(0) or
£"(0)=1 (lecture graphique) et f(0)=-1 donc I’équation devient y =x—1.
Les coordonnées (1 ; 0) vérifient I’équation donc le point appartient a la tangente.

L’affirmation est VRAIE.

Remarque : On peut aussi regrouper toutes les informations dans le tableau suivant afin de justifier chacune
des affirmations.

£'(x) — 0 —|—

I
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Exercice 2 (4 points)

Partie A - VRAI OU FAUX

Pour chacune des propositions suivantes, dire si elle est vraie ou fausse et justifier la réponse donnée (0,5
point par bonne réponse et 0 sinon).

Soit f la fonction définie sur R par f (x) = x cos x et représentée par Cf dans un repére d’origine O.
1. f est2m-périodique.
f est 2n-périodique si et seulement si, pour tout réel x ,f (x + 2m) = f(x)
fO+2m) =(0+2m) cos (0 + 2m) = 2nx1 = 2w or f(0) = 0.
f (0 + 2m) # f(0) donc f n’est pas 2n-périodique.
L’affirmation est FAUSSE.

2. Cf est symétrique par rapport a O.
Cf est symétrique par rapport a O si f est impaire donc si, pour tout réel x, f(—x) = —f(x).
f(=x) = (—x) cos(—x) = —xcosx = —f(x)
f est donc impaire.
L’affirmation est VRAIE.

3. Pourtoutx €R, f(x) — x f'(x) = x*sinx.
f'(x) = 1xcosx + xX(—sinx) = cosx — xsinx donc
f(x)— x f'(x) = xcosx — x(cosx — xsinx) = x*sinx

L’affirmation est VRAIE.

4. Latangente a Cf en O apour équationy = Xx.
La tangente T a Cf en O a pour équation y = f'(0)(x — 0) + f(0) or f'(0) = cos0 — 0sin0 = 1 et
f(0)=0doncT:y =x.
L’affirmation est VRAIE.

Partie B - QCM
Pour chaque proposition, 4 réponses sont proposées : une seule est exacte.
Donner une seule réponse sans justification (0,5 point par bonne réponse et 0 sinon).

1. Le nombre complexe (1 + i)72 est égal a:

72 , C. 236

| 40— ]

(1+i)2=1+2i—1=2i donc (1 + i)7? = ((1+i)?)36 = (2i)36 = 236x36 = 236x(i*)? = 236

1+i R
2. Le nombre complexe T—; °st ¢gal a:

a —

1
2

b.

A I’aide de la calculatrice (par exemple):

Cl4i 01242
S. 2.

RéFrFrac
-1-5+3-01

3. Lasolution de I’équation 2iz + 1 = 2 — iest:

11,
a. —=—=i
2

2

2z +1=2—-i © 2iz=1-1i
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4. Lasolution de I’équation z + 2iZ = 2 — 5Siest:

a. b.

.. ; d —4+3i

wl\l co

Posonsz=a + ib:
z+ 2iz=2-5i © a+ib+2i(a—ib)=2-5i< a+2b+i(2a+b)=2-5i

a+2b=2 a+2b=2 —3a=12 a=-4
{ { { {
2a+b=-5 —4a —2b =10 a+2b=2 b=3

Exercice 3 (4 points) Cet exercice ne concerne pas | es él éves qui suivent! a spécial ité

Pour embaucher ses cadres une entreprise fait appel a un cabinet de recrutement. La procédure retenue est la
suivante : le cabinet effectue une premicre sélection de candidats sur dossier ; 40 %des dossiers regus sont
validés et transmis a I’entreprise. Les candidats ainsi sélectionnés passent un premier entretien a 1’issue
duquel 70 % d’entre eux sont retenus. Ces derniers sont convoqués a un ultime entretien avec le directeur
des ressources humaines qui recrutera 25 % des candidats rencontrés.

1. On choisit au hasard le dossier d’un candidat.
On considére les événements suivants :
— D : « Le candidat est retenu sur dossier »,
— E1 : « Le candidat est retenu a I’issue du premier entretien »,
— E» 1 « Le candidat est recruté ».
a. Reproduire et compléter I’arbre pondéré ci-dessous.

0,4 D/ \E—z

]

0,6

b. Calculer la probabilité de I’évenement E;.
Sur I’arbre ci-dessus, un seul chemin conduit a E1, celui passant par D donc

p(E1)=p(E1 ﬂD)=p(D)xpD(E1)=O,4><0,7:(),28

c¢. Onnote F I’événement « Le candidat n’est pas recruté ».
Démontrer que la probabilité de I’événement F est égale a 0,93.
Trois situations peuvent se produire :

p(F):p(Eu(DmE)u(DmE1 mfz)):p(ﬁ )+p(DmE)+p(Dr\E1 mE_z) car les événements sont

incompatibles.
Finalement p(F)=0,6+0,4x0,3+0,4x0,7x0,75=0,93.

2. Cinq amis postulent a un emploi de cadre dans cette entreprise. Les études de leur dossier sont faites
indépendamment les unes des autres.
On admet que la probabilité que chacun d’eux soit recruté est égale a 0,07.
On désigne par X la variable aléatoire donnant le nombre de personnes recrutées parmi ces cing
candidats.
a. Justifier que X suit une loi binomiale et préciser les paramétres de cette loi.
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On répete 5 fois de suite de maniéres indépendantes une expérience aléatoire n’ayant que deux issues
possibles dont la probabilité du succes vaut 0,07 donc X suit une loi binomiale de paramétres n =5 et
p=0,07.

b. Calculer la probabilité que deux exactement des cing amis soient recrutés. On arrondira a 10>,

On sait que pour 0<k <5, p(X =k)= [ZJ(O, 07)k x(0,93)5_k donc pour k=2,

p(X:2):(§j(0,07)2x(0,93)3 =10,039 4107 prés|.

3. On cherche le nombre minimum de dossiers que le cabinet de recrutement doit traiter pour que la
probabilité¢ d’embaucher au moins un candidat soit supérieure a 0,999.

a. Montrer que ce probléme équivaut a résoudre 1’inéquation 0,001—-0,93" >0 ou » est un entier
naturel.

n
On sait que p(XZ1)=1—p(X=O)=1—[0j0,070x0,93” =1-0,93".

On cherche donc 7 tel que p(X > 1) > 0,999 c’est-a-dire 1-0,93" > 0,999 ou encore 0,001-0,93" >0.

b. Proposer une méthode permettant d’obtenir une valeur approchée de n.
Par titonnement, a 1’aide du tableau de valeurs de la calculatrice :

Graphl GFarhZ Graphz

=Y Bl B81-8. 93K DEE&#éEIEE?EE
FaszTable=1

wE= Valeurs! Auto

:ﬁ; Calculs:GMEE Dem

DEFIHIRE_ TAELE
DEbTable=251
PasTablﬁ=1_

D’apres la calculatrice, ¢’est a partir de 96 que 0,001 — 0,93™ > 0.
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Exercice 4 (8 points)

3up

-1 : o 1 .
On considére la suite (u,,) définie par u, = S et telle que pour tout entier naturel n, U, = T
n

Le but de cet exercice est de déterminer la limite de la suite u par deux méthodes différentes.

I.  M¢éthode n°1 — Utilisation d’une fonction
Soit f la fonction définie sur R\ {— —} par f(x) = o
1. (a) Justifier que la fonction f est dérivable sur son ensemble de définition puis calculer f'(x).
En déduire les variations de f sur R\ {— %} .
Les fonctions x — 3x et x — 1 + 2x sont des fonctions polynomes ; elles sont donc dérivables sur R.

Par conséquent, la fonction f est dérivable sur R\ {— %} en tant que quotient défini sur R\ {— %} de
fonctions dérivables.

, _3x(1+2x)-3xx(2) _ 3 . . ]_ . _3[ ]_1 . [
f'(x) = L2 = Tz > 0 donc f est strictement croissante sur |—oo ; S| etsur =2 +oof .
(b) Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition puis interpréter
graphiquement les résultats obtenus s’il y a lieu.
3 g P .
. l 1m f(x) = l 1m = lim3=2 , on peut en déduire que la droite d’équation y = 1,5 est asymptote
400 2X x—+o00 2 2

horlzontale a (C) en+et —
e lim3x=15et 1 1m (1 + Zx) = 0*donc, par quotlent 1 igrglﬁf(x) = 400,

x—--0,5 x—--0
De la méme fagon, 1 im f(x) =
x—-—0,5"

On peut en déduire que la droite d’équation x = —0,5 est asymptote verticale a (C) a I’infini.

(c) Dresser le tableau de variation de f.

£t _I_ _|_

S

—0o

3
2

N W

(d) Résoudre I’équation f(x) = x.
SurR\{——} f=x & = =x o 3x=x(1+2x) & 2*-2x=0 & 2x(x—1)=0.
Les solutions sont donc 0 et 1.
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., . L . . 1
2. On ss’intéresse dans cette question aux propriétés de la fonction f sur ’intervalle ]— > +00[ .Ona

représenté, en annexe, la courbe (C) représentative de f.

(a) Construire, sur le graphique, les points Ao, 41, A2 et A3 d’ordonnée nulle et d’abscisses
respectives uo, ui, uz et us.
Quelles conjectures peut-on faire concernant le sens de variation de (u,) et sa convergence ?

A ’
Y =X Ag Ay 2 A3

La suite semble croissante et converger vers 1.

(b) Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n, 0 < u, < up;q < 1.
Initialisation :

1 3 .
Uy = etuy = f(up) = donconabien 0 < up <u; < 1.

Hérédité :
On suppose que la propriété est vraie jusqu’a un certain rang 7.
Onaalors 0 < u, <u,4q < 1.
. . . . 1 . .
On sait que la fonction f est strictement croissante sur ]— 7 +00[ , elle I’est donc sur [0 ; 1] et ainsi :

0ty SuUppr =1 = f(0) < f(Un) < fUnst) S f(1) = 0=<Upyg SUpyp =1
Car nous avons démontré au 1)d. que 1 est solution de 1’équation f(x) = x.

Conclusion : pour tout entier naturel n, 0 <u, <u,,; < 1.

(c) En déduire que la suite u converge et calculer sa limite.
On vient de démontrer que pour tout entier naturel n, u, < u,,, ce qui signifie que la suite est croissante.
De plus elle est majorée par 1, or toute suite croissante majorée converge.
La suite (u,,) converge donc vers une limite L comprise entre 0 et 1 qui est telle que L = f(L).
, . . . 1 1 .
L’¢équation f(x) = x admet deux solutions : 0 et 1 or (u,) est croissante et uy = > donc u, = - ce qui

exclu 0. Ainsi L = 1.
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II.  Méthode n°2 — Utilisation d’une suite auxiliaire.
On admet dans cette partie que la suite « est convergente.

n

—Uu

n

Soit (v,) la suite définie, pour tout entier naturel n, par v, =

1. Montrer que la suite (Vn) est une suite géométrique de raison 3.

Pour tout entier naturel n,

3u, 3u,
v = Upyr 14+ 2u, 1+ 2u, _ 3uy _ 3y
n+1_1_un+1_1_ 3u,  1+2u,—3u, 1-u, "
1+ 2u, 1+ 2u,

Pour tout entier naturel n, v,,; = 3v, , la suite (v,,) est donc une suite géométrique de raison 3.

2. Exprimer pour tout entier naturel n, v, en fonction de n.
Pour tout entier naturel n, v,, = v,q" = 3™.

) . 3n
3. En déduire que, pour tout entier naturel n, u,, = P
Pour tout entier naturel n,
V== o (1—U)V, =U, © Uy = Uy + Uy © Uy = —— & u, = 3
n_l_un n n— “n n— “n n*n n_1+vn n_3n+1-

4. Déterminer la limite de la suite (u, ).

Comme 3 > 1, 1im 3™ = 4o00. L’¢étude du quotient conduit donc a une forme indéterminée.

n—-+oo
3" 1 1
3n+1 1 1
Ltgr 1+(3)
n

Comme —1 <1< 1, Iim (l) =0

3 n—-+oo \3

1\" .
Par somme 1im 1+ (—) = 1, enfin, par quotient 1im u,, =1
n—-+oo 3 n—-+oo

La suite (u,) converge vers 1.

III.  Etude d’un algorithme
L’algorithme suivant a pour but de déterminer le plus petit entier n tel que #z—3<-m, ou m désigne un
réel positif. Cet algorithme est incomplet.
Variables m est un entier, u et m sont deux réels
u prend la valeur 0,5
Initialisation |n prend la valeur 0
Saisir la valeur de m
Traitement [Tantque 1—u>m
u prend la valeur 3u/(1 + 2u)
n prend la valeur n + 1

Fin tant que

Sortie Afficher n

1. Sur la copie, recopier la partie « Traitement » en la complétant.
2. A Tl’aide de la calculatrice, déterminer la valeur que cet algorithme affichera sim = 0,001.
On trouven = 7
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Exercice 3 (4 points) Cet exercice ne concerne quel es él eéves qui suivent | a spécial ité
Les deux parties de cet exercice sont indépendantes
Partie A

Soit M = (cll 2) avec a réel strictement positif et I = ((1) 2)

Le but est de déterminer M1°°%de trois fagons.

1. Méthode n°1
a) Calculer M2, M3 et M*,

M2=( ) (Cll ) (Za 1)
M3=M2><M=(a (1’)><(a 1)2(3a (1))
M4=M3><M=( O)X(Cll (1))2(41(1 (1))

b) Conjecturer puis démontrer I’expression de M™ en fonction de n.
En déduire M1090,

Il semblerait que M™ = (nla (1)) Montrons ce résultat par récurrence.
Initialisation : effectuée a la question a)

Hérédité : On suppose que M™ = (nla (1)) jusqu’a un certain rang # .

Mn+1 = M"xM = (nla (1)) X (i (1)) - ((n -I-ll)a (1))

Conclusion : pour tout entier naturel non nul, M™ = (nla (1))

On peut en déduire que M1000 = (10(1)0a (1))

2. Méthode n°2
a) Vérifier que M> = 2M — I .

W= (o0 =G 2= =2 D-( =24~
b) En déduire M3 et M* en fonctionde M et I .
M3 = M2XM = (2M — [)XM = 2M? — IM = 2(2M — 1) — M = 3M — 2I
M* = M3xM = (3M — 2I)XM = 3M? — 2IM = 3(2M —I) — 2M = 4M — 3I

c) Conclure.
On peut donc penser que M™ = nM — (n — 1)I . Montrons ce résultat par récurrence pour
n=2.

Initialisation : effectuée a la question a)

Hérédité : On suppose que M™ = nM — (n — 1)I jusqu’a un certain rang 7 .

MYl =M"*XM=mnM-m—-1)DM=nM?>-(n-1DIM=n2M -1)—(n—1M = (n+ 1M —nl
Conclusion : pour tout entier naturel non nul, M* = nM — (n — 1)1 .

On peut en déduire que M1°°° = 1000M — 999/ .
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3. Méthode n°3
a) Déterminer la matrice A telleque M = [ + A.

M=I+4 o M—I=A4A doncAz(g 8).
b) Calculer A%
=0 o)x@G =0 o

¢) En déduire M?, M3 et M* en fonction de A et I .

M2=(+A)?*=I1>?+2IA+A>=1+2A+A%>=1+2A
M3=(+A)>*x(U+A)=U+20)U+A)=1*+3A+242=1+34

M*=(+A3xU+A) =U+340U+A)=1>?+4A+342=1+4A

d) Exprimer M1°90 en fonctionde A et ] .

On peut en déduire que M1°°° = | + 10004

e) Conclure.

1000 _ _ 1 0
M I + 10004 (1000a 1)

Partie B

On donne la matrice carrée d’ordre 3 :

1 -4 —4
A=(-1 1 2 |
1 -2 -3

1. A l’aide de la calculatrice, donner A% , A3 et A*.
[A1E [A1~3 [A] ™4
[[1 & @] [[1 -4 -4] [[1 & @&]
8 & 111 [f11, 2] (G 1 @]
- - [1 -2 -311 _ B 8 111

2. En déduire A™ (on ne demande pas de démontrer ce résultat).

D’apres les résultats précédents :
e sinestpairalorsn = 2k et A%f =1
e sinestimpairalorsn =2k + 1 et A2**1 =4
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