Corrigé du DS n°3

Exercice 1 (5 points)Nlle Calédonie Mars 2014

Partie A

Soit f la fonction dérivable, définie sur I’intervalle ]0; +oo[ par

f(x) = xIn(x)

1. Déterminer les limites de f en 0 et en +oo.
D’aprés le cours, on sait que lirﬁp x In(x) = 0 donc lirp f(x) =0.
X—>+00 X—>+00

lim x = 4o
X—>+00

lim x In(x) = +oo (par produit) donc lir+n f(x) = +oo.
X—+00

lim In(x) = 40| x>+
X—>+00

2. On appelle f' la fonction dérivée de f sur ]0; +oo[. Montrer que f'(x) = In(x) + 1
La fonction f est dérivable sur ]0 ; +o0o[ comme produit de fonctions dérivables:

f'(x) =1xIn(x)+x x%= In(x) +1

3. Déterminer les variations de f sur ]0; +oo[.
On étudie le signe de f'(x) sur ]0 ; +oo[:

Partie B

Soit C la courbe représentative de la fonction f dans un

repere orthonormal.

Soit A 1’aire, exprimée en unités d’aire, de la partie du
plan comprise entre 1’axe des abscisses, la courbe C et les
droites d’équations respectives x = 1 et x = 2.

On utilise 1’algorithme suivant pour calculer, par la
méthode des rectangles, une valeur approchée de 1’aire
A. (voir la figure ci-contre).

Algorithme :

Inx)+1>0o In(x) >-1© x> e !
e La fonction f est strictement décroissante sur ]0; e ~1];
e lafonction f est strictement croissante sur [ e 71 ; +oo].

14

Initialisation
U<0
V<0
n<4

Traitement
Pour k allantde0an — 1

Affecter a U la valeur U + lf (1 + E)
n n

Affectera V la valeur V + %f (1 + %

Fin pour

)

Affichage
Afficher U
Afficher V
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1. (a) Que représentent U et V sur le graphique précédent ?
Sur la figure ci-dessus, le nombre U représente la somme des aires des rectangles inférieurs (en rouge); cette
somme minore 1’aire sous la courbe. Le nombre V' représente la somme des aires des rectangles supérieurs
(en bleu); cette somme majore I’aire sous la courbe.

(b) Quelles sont les valeurs U et V affichées en sortie de 1’algorithme (on donnera une valeur
approchée de U par défaut a 10~* pres et une valeur approchée par exces de V a 10~* pres) ?
On fait tourner 1’algorithme ci-dessus:

Variables k U %4 n
Initialisation 0 0 4
Traitement 0 0 0,0698 4
1 0,0697 0,2218 4
2 0,2217 0,4667 4
3 0,4666 0,8132 4
Affichage On affiche la valeur de U: 0,4666
On affiche la valeur de V: 0,8132

(c) En déduire un encadrement de A.
On peut donc en déduire que 0,4666 < A < 0,8132.

2. Soient les suites (U,,) et (V;,) définies pour tout entier n non nul par :
n—1

1 1 2
O I R (e
n n[f()+f +n +f +n+ +f(1+ -
v, = 1[(1+1)+ @+2)+ +—<1+n_1)+ @ﬂ
wo= (o)A (1 flre—)+f
On admettra que, pour tout n entier naturel non nul, U,, < A < V.
(a) Trouver le plus petit entier n tel que V,, — U,, < 0,1.

2In(2)-0 _ 2In(2)
n T oon

21n(2) 2In(2)
V,-U,<01 & T<0,1 o 2In(2)<01ne 01 <n

On peut dire que V,, — U, = l(f(z) - f(D) =

n

2In(2)

Or ~ 13,86 donc le plus petit entier n tel que V}, — U, soit inférieur a 0,1 est 14.

Vérification: V;3 — U3 = 0,107 > 0,1 et V;, — U;4 = 0,099 < 0,1.

(b) Comment modifier I’algorithme précédent pour qu’il permette d’obtenir un encadrement de A
d’amplitude inférieure a 0,1 ?
Pour obtenir un encadrement de A d’amplitude inférieure a 0,1 dans 1’algorithme, il suffit d’entrer 14
comme valeur de n; autrement dit, au lieu de n prend la valeur 4, on entrera n prend la valeur 14.

Partie C
Soit F la fonction dérivable, définie sur ]0; +oo| par

2 2
F(x) = %lnx — x:.
1. Montrer que F est une primitive de f sur ]0; 4+oo.

) = 2 XG0 + o x 2= 2~ in0 45— E = an(o) = £
x—2 n(x 5 X7 4—xnx > Z—xnx—fx

Donc F est une primitive de f sur ]0 ; +oof.
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2. Calculer la valeur exacte de A.
La fonction f est croissante sur [1 ;2] et (1) = 0 donc la fonction f est positive sur [1 ; 2]; on peut donc

dire que A = [ f(t) dt.
A= fzf(t) dt = F(2) = F(1) = (2In(2) = 1) — (— 1) — 2n@2) -2
1 4 4

Exercice 2_de Spécialité (5 points) Antilles Juin 2017

On considere la suite définie par son premier terme u, = 3 et, pour tout entier naturel n, par
Upyq = 2Uy + 6.

1. Démontrer que, pour tout entier naturel n, u,, = 9 x 2" — 6.
Notons P (n) la propriété: « u,, = 9 x 2™ — 6 ». Démontrons par récurrence que cette propriété est vraie
pour tout entier naturel n.
e Initialisation. Onau, = 3et9 x 2°— 6 =9 — 6 = 3, donc P(0) est vraie.
e Héredité. Supposons que, pour un entier naturel n,n > 0, P(n) est vraie, alors
u, =9 x 2" —6,donc
Upsr = 2Uu, +6
=2(9%x2"-6)+6
=9Xx2X2"—12+6 =9 x 2"*1 — g
et la propriété P(n + 1) est donc vraie. La propriété est héréditaire.
e Conclusion. La propriété est vraie au rang 0 et si elle est vraie au rang n supérieur ou égal a

zéro, elle est vraie au rang n + 1.
D’apreés le principe de la récurrence, pour tout entier naturel n, P (n) est vraie.

2. Démontrer que, pour tout entier n > 1, u,, est divisible par 6.
Pourn>1,9x2"=3x3x2x2"1=6x3x2"1=0 [6] (2" !estentiercarn > 1).
De plus, —6 = 0 [6] ce qui permet d’en déduire que 6 X 3 X 2""1 —6 =0 [6] soitu, = 0 [6].

On définit la suite d’entiers (v,,) par, pour tout entier naturel n > 1, v, = u?"
3. On considére I’affirmation : « pour tout entier naturel n non nul, v,, est un nombre premier »,

Indiquer si cette affirmation est vraie ou fausse en justifiant la réponse. 7 V1
L’affirmation est fausse. En effet on a vy = % = @ = 5%0 = 95 qui n’est pas un nombre é ;1
premier. : 23

[}
4. (a) Démontrer que, pour tout entiern > 1, v,,; — 2v, = 1. ; %3%

Soitn € N*, alors:

Up _ 2Up+6—2Uu, 6 1
6 6 T 6

Vpe1 — 20y =%—2x
(b) En déduire que, pour tout entier n > 1, v, et v, sont premiers entre eux.
Soitn € N*.
D’apres la relation précédente, il existe deux entiers a et b tels que av,, + bv,,; = 1.
Le théoréme de Bézout permet alors de conclure que v, et v, , sont premiers entre eux.

(c) En déduire, pour tout entier n > 1, le PGCD de u,, et u;, 4.
Pourtoutn € N*, onau, = 6v, et u,,; = 6V,41.
Donc PGCD(uy, ,up41) = PGCD(6vy, ,6V,,1) = 6 X PGCD (v, ,Vpyq) = 6 X 1.
PGCD(uy, upyq) = 6.
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5. (a) Veérifier que 2* = 1 [5].
Ona2*=16 =3 x5+ 1donc 2* = 1[5].

(b) En déduire que si n est de la forme 4k + 2 avec k entier naturel, alors u,, est divisible par 5.
Soitk € N, et n = 4k + 2, alors:
u, =9 x24%*2 _¢
=9x (2H)kx22 -6

Comme 2* =1 [5] on en déduit que (2*)* = 1% [5] puis que :
U, =9x1%¥x4 -6 [5]
=4x1x4—-1 [5]
= 15[5] = 0 [5]
Le nombre u,, est alors divisible par 5.

(c) Le nombre u,, est-il divisible par 5 pour les autres valeurs de 1’entier naturel n ?
Justifier.
Tout entier naturel n s’écritn = 4k oun = 4k + 1 oun = 4k + 2 oun = 4k + 3 avec k un entier naturel.
De la méme maniere que précédemment on montre que
*Sin = 4k alors u, = 9 x 2*¢ — 6 = 3[5]

*Sin =4k +1alorsu, =9 x 2**1 — 6 = 18 x 2% — 6 = 2[5]
*Sin =4k +3alorsu, =9 x 2**3 — 6 =72 x 2% — 6 = 1[5]
donc si n # 4k + 2, u, n’est pas divisible par 5.

Exercice 4 (5 points) Nlle Calédonie Fév 2018

Soient les deux nombres complexes: z; = 1—i et z, = —8 — 8V3i.
Onpose: Z = ?

2

1. Donner la forme algébrique de Z.

Z 1—1

Z:—:—

Z; —8-—8V3i
@ -i)(-8+8V3i)

(-8-8V3i)(-8+8vV3i)

_—8+8\/§i+8i+8\/§_—8+8\/§+,8+8\/§_—1+\/§+_1+\/§
- 64 + 192 ~ 7 256 "T256 T 32 '3z

2. Ecrire z, et z, sous forme exponentielle. e

e |z =12+ (-1)2 =+2donc / \

z, = \/f(g — i g) et —%est un argument de z,

. N 7 1
. TT
La forme exponentielle de z;, estv2 e ‘%, \//
_/// _r

wl
5

o |z|= \/(—8)2 + (—8v3)2 = V256 = 16 donc z, = 16 (—%— 1% et Co

2 . _i%r
— ?" est un argument de z,. La forme exponentielle de z, est 16 e ~ ' 3.
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3. Ecrire Z sous forme exponentielle puis sous forme trigonométrique.

LT
Z—Z1 = Vae ' —\/E e i(_%%ﬂ) —\/E e i%r donc Z—ﬁ(c055ﬂ+ isin5ﬂ>
_22_166,—1'%”_16 16 "~ 16 12 12

. 2 5t . . 2 5 . .5
La forme exponentielle de Z est ‘1/—; e '1z et sa forme trigonométrique ‘1/—; (cos 1—’; + isin 1—:)

4. En déduire que cos (i—Z) = \/g:/zl
En comparant la forme algébrique et la forme trigonométrique de Z, on obtient:

V2 5m —-1+43 51 16 —-1++3

Ecos§=—32 < cosﬁzﬁx—32
_—1+43
22
_(VB-1)xv2 _V6-v2
o 22xV2 4

5. Onadmet que :
. (Sn) V6+v2
e sin(—)=
12 4
e pour tous réels a et b, cosacosb — sinasinb = cos(a + b).
Résoudre 1’équation suivante dans I’ensemble des réels R :

(V6 —v2)cosx — (V6 + V2)sinx = —2v/3.

(F) & (\/g:ﬁ) cosx — (\/g:ﬁ) sinx = —\/2—5
& cos (i—’;) cosx — sin (i—;r) sinx = cos (5?”)

51 51
& CO0S (x + —) = CO0Ss (—)
12 6

(c+50) =cos(S) o 4SSk ou 24 ST e avec e
) = —_— L) _—— —_— — —
CoS|Xx 12 CoS 3 X 12 6 T ou x 12 3 T avec

Or:

5w Sm ,
= x=E+k2n ou x=—T+k2naveck EZ

L’ensemble des solutions est I’ensemble des réels s’écrivant sous la forme :

5w

T
x=E+k2n ou x=—T+k’2n avecketk' €Z

Exercice 3 (3 points) — Asie Juin 2017
Un protocole de traitement d’une maladie, chez I’enfant, comporte une perfusion longue durée d’un
médicament adapté. La concentration dans le sang du médicament au cours du temps est modélisée par la

fonction C définie sur I’intervalle [0; +oo[ par : C(t) = g(l — e_%t)

« C désigne la concentration du médicament dans le sang, exprimée en micromole par litre,
« t le temps écoulé depuis le début de la perfusion, exprimé en heure,
* d le débit de la perfusion, exprimé en micromole par heure,
* a un parametre réel strictement positif, appelé clairance, exprimé en litre par heure.
Le parametre a est spécifique a chaque patient.
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En médecine, on appelle « plateau » la limite en +oo de la fonction C.

Partie A : étude d’un cas particulier

La clairance a d’un certain patient vaut 7, et on choisit un débit d égal a 84.
Dans cette partie, la fonction C est donc définie sur [0; 4+oo[ par :

7

c(t)=12(1-eac).

1. Etudier le sens de variation de la fonction C sur [0; +oo[.

7

. , . , 7 R 21 -4
La fonction C est dérivable sur R et C'(t) = 12 (O - (— 5) e 8o ) =€ 8 >0sur [0; oo, donc la
fonction C est strictement croissante sur [0; +oo].

2. Pour étre efficace, le plateau doit étre égal a 15. Le traitement de ce patient est-il efficace ?

Le plateau est la limite de la fonction C en +oo.
7
Ona lim ——t = —oet lim eX =0 donc par composition, lim e s = 0.
t—+o00 0 X—-—00 t>+0o0

On en déduit que cliT C(t) =12.

Le plateau devrait étre égal a 15; il n’est que de 12 donc le traitement n’est pas adapté.

Partie B : étude de fonctions
1. Soit f la fonction définie sur ]0; +oo] par :

105 3.
Fo=—(1-e)
105g(x)

x2 !

Démontrer que, pour tout réel x de ]0; +oo[, f'(x) = ou g est la fonction définie sur

3x —ix _ix
[0; +oof par: g(x) = 208 0 te ot — 1.
La fonction f est dérivable sur ]0; +oo[ comme produit de fonctions dérivables et

f'(x) =105 (_xiz) X (1— e_f_ox) +12—5>< <O—<—% e—%x))

105 3, 3x _3 105 g(x)
=x—2(—1+e 40 +Ee 40): x2
3 3
ou g est la fonction définie sur [0; +oo[ par g(x) = z—’; e 20 + e w0 —1.
2. On donne le tableau de variation de la fonction g
X 0 +00

0
g(x) \
-1

En déduire le sens de variation de la fonction f.
On ne demande pas les limites de la fonction f.

f'(x) = %‘Zm donc f'(x) est du signe de g(x) sur ]0; +oo].
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D’aprés le tableau de variation de la fonction g, g(x) < 0 sur ]0; +oo[, donc f'(x) < 0 sur ]0; +oo[ et donc
la fonction f est strictement décroissante sur ]0; +oo.

3. Montrer que I’équation f(x) = 5,9 admet une unique solution sur I’intervalle [1 ; 80].
En déduire que cette équation admet une unique solution sur I’intervalle ]0; +oo].
Donner une valeur approchée de cette solution au dixiéme pres.

D’aprés la question précédente la fonction f est continue car dérivable et strictement décroissante sur [1; 80]
de (1) =105 (1 —e70) ~ 7,59 & f(80) = 2 (1 — ¢ =6) ~ 1,31.

Comme 5,9 € [1,31; 7,59], d’apres le corollalre du théoréme des valeurs intermédiaires il existe un réel
unique a € [1;80], tel que f(a) = 5,9.

La calculatrice donne f(8) = 5,92 > 59et f(9) = 5,73 < 59,donc8< a <9;
f(8,1) ~ 5902 > 59 et f(8,2) ~ 5,882 < 59,donc 8,1 < a < 8,2.
On a donc au dixieme pres a ~ 8,1.

Partie C : détermination d’un traitement adéquat

Le but de cette partie est de déterminer, pour un patient donné, la valeur du débit de la perfusion qui permette
au traitement d’étre efficace, c’est-a -dire au plateau d’étre égal a 15.

Au préalable, il faut pouvoir déterminer la clairance a de ce patient. A cette fin, on régle provisoirement le
débit d a 105, avant de calculer le débit qui rende le traitement efficace.

On rappelle que la fonction C est définie sur 1” intervalle [0; 4+oo[ par :

ct) =2(1-e7)

1. On cherche a determiner la clairance a d’un patient. Le débit est provisoirement réglé a 105.
(a) Exprimer en fonction de a la concentration du médicament 6 heures aprés le début de la
perfusion.

Puisque C(t) = %5 (1 —e _%t) ona:

a 3
c(6) = 105 (1 —e _%%) 125 (1 — e 40 ) = f(a), d’apres la question précédente.

(b) Au bout de 6 heures, des analyses permettent de connaitre la concentration du médicament
dans le sang; elle est égale a 5,9 micromole par litre.
Déterminer une valeur approchée, au dixieme de litre par heure, de la clairance de ce patient.

Au bout de 6 heures, des analyses permettent de connaitre la concentration du médicament dans le sang ;
elle est égale a 5,9 micromole par litre.

On a vu dans la derniére question de la partie précédente que I’équation f(a) = 5,9 admet une solution
unique et que cette solution vaut environ 8,1.

On prendra donc 8,1 comme valeur approchee de la clairance a de ce patient.

2. Déterminer la valeur du débit d de la perfusion garantissant 1’efficacité du traitement.
On souhaite que hm C(t) = 15 c’est-a-dire que -=15 & 81 =15 & d=15x%x8,1=121,5.

Le debit sera donc de 121,5 micromole par heure pour avoir un plateau egal & 15 et donc un traitement
efficace.
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