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Saison 1 - Episode 2



|. Module et argument d’un nombre complexe

1. Définition géométrigue

Définition
Soit z un complexe. M (ou w) un point (ou un vecteur) d’affixe z.

« On appelle module de z la distance OM (ou la norme ||w]|). Le module de z est noté |z|.

« Siz # 0, on appelle argument de z une mesure en radians de 1’angle (ﬁ,O_M ) (ou (u, w)).
Un argument de z est noté arg(z).

* Le complexe nul n’a pas d’argument et a pour module 0.

Remarque :

arg(z) peut prendre une infinité de valeurs différentes :

si 6 est une mesure de arg(z) alors 9 + k2w est une autre mesure de arg(z) pour k € Z.

On notera : arg(z) = 6 [2m] et on dit que 1’argument de z vaut 8 « modulo 27 » ou « & 21 pres ».



Exemples :

« lij=0V=1 etarg(i) = (i, 0V)="2

>

« Soit M, d’affixe —4ona; |—4|=0M; =4 etarg(—4) = (4, 0M,) = .

 Soit M, d’affixe1+iona:

11 +i| = OM, = V12 + 12 = /2 d’aprés la formule des distances

arg(l+1) = (ﬁﬁ) = %

la diagonale du carré OUM,V étant la bissectrice de (u, v ).




Méthode 1 - Déterminer un ensemble de points

Exercice d’application :

Déterminer dans le repere orthonormé (O ;u,v) I’ensemble des points M d’affixe z tels que :

1) |z| =3

T

2) arg(z) = — - |21]

Correction
1) |z]| =3 © OM =3

Donc I’ensemble des points M tel que |z| = 3 est un cercle de centre O et de rayon 3.
T T T
2) arg(z) = T 21| & (u, OM) =i | 27|
Donc I’ensemble des points M tel que arg(z) = —% [2m] est une demi-droite d’origine O,

privé de O, de vecteur directeur u; tel que (u,u; ) = —g [27].



Dans le plan complexe représenter, dans chacun des cas
suivants, les points M dont les affixes z remplissent la

condition donnée :

1) arg(z) = % 3) |z| =3etarg(z) = £m

2) |z| =5 4) arg(z) = —m



2. Calcul algébrique du module et d’un argument

Théoreme

Soit z = a + ib un complexe écrit sous forme algebrique.
e |z| =VzxZ=+Va? + b?

« Siz # 0alors & = arg(z) peut étre déterminé par :

(cos(H) = %
1 . b
\sm(@) =




Méthode 2 - Déeterminer le module et un argument d’un nombre complexe

Exercice d’application
Déterminer le module et un argument du complexe z = —1 + iV3.

Correction

1) On calcule d’abord le module : |z| = \/(—1)2 + (V3)2 = 2.

( —,
cos(f) = =
2) On cherche donc 6 = arg(z) tel que < 5
sin(9) = (%)
\ ( 2
6 = —[2n]
—1 21 3
cos(0) = — < cos(8) = cos (—) & { ou
Z 3 27
k ) = — ? [27’[]

Orsin(f) > 0donc arg(z) =60 = z?n [2m].



Déterminer le module et un argument des nombres

complexes suivants :
1) 21 = 7
2)zp = 2i

—1+1
3) 22 =
}23 3
1)z = V3 +i
Correction
1) |21| = 7 et arg(zl) = 0.
2) |zo| =2 etarg(z;) = %
2 37T
3) |z3| = 5 etarg(zz) = T
2
4) |z4| = 2% et arg(zz) = %



3. Egalité de deux nombres complexes par module et argument

Théoreme
Deux nombres complexes non nuls sont égaux si et seulement si ils ont méme module et méme

argument.

Preuve

La preuve réesulte directement des formules précédentes.

Remarque :

e |z|=0 & z=0.

- zER & arg(z) =0 ou « [2w] ou z = 0.

« 7z estunimaginaire pur < arg(z) =§ [27] ou z = —% [2m].

 Attention, pour I’égalité¢ des arguments, il faut la penser a 27 pres.



1. Forme trigonométrique d’un nombre complexe

1) Deéfinition

Définition
Tout nombre complexe non nul peut s’écrire sous la forme
z=r(cos(0) +isin(@)) avecr=|z| et 6 =arg(z) [2n].
Cette forme s’appelle forme trigonométrique de z.
Remarques

1) Dans I’écriture sous forme trigonométrique, on peut remplacer 8 par n’importe quelle valeur
0 + k2m, k entier relatif.

2) ATTENTION dans I’écriture z = r(cos(8) + isin(@)) il est crucial d’avoir r > 0.
Par exemple : z = -2 (Cos (g) + isin (%)) n’est pas une forme trigonometrique car —2 n’est pas

strictement positif.



2) Passage d’une forme a autre

Théoreme

Soit z un complexe non nul. z = a + ib = r(cos(@) + isin(H))

[ |zl = VaZ+b?
cos(f) = L a = rcos(6)
< | lZ' N {b = 7rsin(0)
Lsm(é?) = o

Remarque

Pour déterminer la forme trigonométrique z = r(cos(8) + isin(8)) d’un complexe, on reprend la
méthode 2 pour la détermination de r et de 6.



Donner la forme trigonométrique des nombres

complexes suivants:

1)7 4)i+/3 7)%+%

1 7
2) 5i 5) — 8) = — —
) 51 ) =5 )3 3
3) —2 — 2j 6) —2 +2iV/3

Donner une valeur approchée au centieme d'un
argument de chacun des nombres complexes suivants :
1) 4 —3i 3) =241
2) 1+ 21 4) =3 —1



Exercice 73:

1.

2.

3.

4.

7 =7 (cos(0) +isin(0))

5i = 5 (cos(Z) + isin(Z))

—2 = 2i = 2/2 (cos(=3T) + isin(=37))
i+ /3 =2 (cos(§) +isin(§))

—5 = 5(cos(7) +isin(7))

—242i/3=14 (cos(_Tzn) + isin(_Tm))

NS
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(cos(%) +isin(F))

<3

(cos(—Z) +isin(—T))

W=
Wl ~-

Corrigé des exercices

Exercice 77 :

1. =~ —0,64
2. ~ 1,11
3. ~ 2,68
4, ~ —2,82



[11. Module, argument et opérations avec les nombres complexes

Dans les deux théoremes qui suivent z et z' sont des nombres complexes.

Théoreme

@ zxz=|z°

(2, |~z =|z|

© I21-12

1) |z x 2| = |z| x |Z'|
9 |z"| = |z|" pourn € N

arg(—z) = arg(z) + m |2m| pour z # 0.

arg(z) = —arg(z) [2m] pour z # 0.

arg(z x z') = arg(z) + arg(z") [2m] pourz # 0 et z' # 0.
arg(z") = n xarg(z) [2m]siz # 0.



(1] zZX7Z=|z|?

0 | —z| = |z arg(—z) = arg(z) + m [2m] pour z # 0.

(3 1z| = |z| arg(z) = —arg(z) [2n] pour z # 0.

(4] |z x Z'| = |z| x |Z/] arg(z x z') = arg(z) + arg(z') [2n] pour z # 0 et z' # 0.
(5 ) |z™| = |z|™ pourn € N arg(z™) = narg(z) [2r] siz # 0.

Preuve :

€ Ce point a été déja prouvé précédemment.
@ 11 suffit d’utiliser la propriété de symétrie par rapport a I’origine.
€) Dc méme avec la symétrie par rapport I’axe des ordonnées.
O Siz=00uz =0,alors [zZ'| = 0 et |z||Z'| = 0 d’ou I’égalité.
Siz,z € C*alors: z = r(cos(8) + isin(0)) et z = r'(cos(8") + isin(8")).
zz' = rr'(cos(8)cos(8") — sin(8)sin(6") + i(cos(H)sin(8") + cos(8')sin(H)).
Ce qui donne d’aprés les formules d’addition pour sinus et cosinus :
zz' = rr'(cos(0 + 6') + isin(6 + 6")).
Or,rr' > 0donc zz' = rr' = |z||Z'| etarg(zz') = 6 + 8’ = arg(z) + arg(z’) [2m].
Ce qui prouve bien le point 4).

@ Ces égalités se montrent par récurrence.



Théoreme

o 0 1 1 1\ ,
220 = — arg (- ) = —arg(2) [2n]
Z Z
® 7+0: ‘;‘ = ||Z’|| arg (;) = arg(z) —arg(z’) [2n] pour z # 0
Z

Preuve :

1 . 1
© z estun complexe non nul. Ona z x ~ = 1 qui donne d’une part |z X =
1

|z|

= 1 ¢’est-a -dire

|z| X El = 1. Etenfin

1
z

D’autre part, arg (z X é) = arg(1)[2r] donne arg(z) + arg (i) = 0[2m].
On en conclut le point @).

© z et 2’ deux complexes avec z’ # 0
|Z‘ 1 1 |Z|
—|=|zx= =
ZI ZI |ZI| |ZI|

etsiz #0:arg (g) = arg (Z X %) = arg(z) + arg (%) = arg(z) — arg(z") [2m].

20 x || = I
=1Z| X || = 2| X
ZI




Méthode 3 - Comment utiliser les propriéetes des modules et arguments

Exercice d’application
1. Zl =_\/§+1 et Zz =
argument de z; z,.

| %

i deux nombres complexes. Déterminer le module et un

(o) Y =

Correction page suivante

2016
2. Déterminer la forme algébrique de (—% + ‘/;1) :



Correction

1 1 1
1) e |z =vV3+1=2et |22|{: T3 + ;—6 = g.Donc: 1z122| = |z1]|z2| =2 X 3
cos(6p) = —v3
o 01 = arg(z;) est tel que ¢ 2
@) = ;
| YT g
1
sin(60) = 5 = 0, = % 277] ou 5% [27t], or cos(6;1) < 0 donc 0 = 5%[27{]
1 ,
6
cos(0 = — 1
(62) 1 cos(fr) = 5
0, = arg(z;) est tel que < %/g >
6 3
Sj—n(92) = % Sin(gz) = %
, g 3
cos(fr) = 5 = 6, = g[ZﬂT] ou _TH[ZJT], or sin(fy) > 0 donc 6, = g[Zﬂ'].
7
Donc : arg(z1zp) = arg(z1) + arg(zp) = 5?7{ — g — ?ﬂ' [272].



2) On remarque : z = —% — ?i = —3z, et donc:
27T
z| =3 % |z2] =1 et arg(z) = arg(z) + 7[27] = —?[271']

arg (22016) = 2016 x arg(z) = 2016 X 2%T[Z,’«T] = 672 x 27t[27t] = 0[27].

De plus |z| = 1 donc |22016‘ = |z|?0 = 1.

On en déduit : z2'® = 1 x (cos(0) +isin(0)) = 1.



V. Applications des nombres complexes a la géometrie

Théoreme

« Soient A et B deux points distincts d’affixes respectives z, et zp.

AB = ||AB|| = |zg — z4 | et arg(zg — z4) = (i, AB) [27].

« Solent A, B, C et D quatre points distincts d’affixes respectives z,, Zg, Z. et zp.

n — Z — ==
arg( —— C)=(AB,CD) [271]
ZBp — Zp



« AB=|[AB|| = |z5 —z4| et arg(zy —z4) = (ii,AB) [2n].
« arg (ﬂ) = (ﬁ/,E—D)) [27]

ZB—ZA

Preuve :

« Soient A et B deux points distincts d’affixes respectives z, et zz.
[l existe un unique point M d’affixe z tel que OM = AB. Les affixes de ces deux vecteurs sont donc égales
ce quidonne: z = zg — z4.
On en déduit que |z| = |zg — z4| et arg(z) = arg(zg — z4) [2m].

Donc OM = AB = |zg — z,]| et (ﬁ,/OlM) = (ﬁTA\_B>) = arg(zg — z4)[2m].

« Soient A, B, C et D quatre points distincts d’affixes respectives z,, zg, Z¢ €t zp.
Par les propri¢tes de I’argument on a :

Zp — Z
arg< X C) = arg(zp — z¢) — arg(zg — z4)
Zp — Z4

Ce qui donne par définition de 1’argument :
Zpl— Z N = ——=g s — —
arg(ZD ZC>=(17,CD)—(17,AB)=(AB,ﬁ)+(17,CD)=(AB,CD)[27T]
Bil | £A
la derniere egalité résultant de la relation de Chasles pour les angles de vecteurs.




Méthode 4 - Ensembles de points

Exercice d’application

Dans chacun des cas suivants, déterminer I’ensemble des points M d’affixe z satisfaisant la condition :
e |z4+1—-i|] =3.
e |z—=3|=|z+ 2+ 3i|.

e arg(z—1—-1i) =

S

|2m].

- arg(T) = 5[




Correction
e |z+1—-i|=3e|z—(—1+1)| =3 & AM = 3 avec 4 point d’affixe z4, = —1 + i.

Donc M appartient au cercle de centre A(—1 ; 1) et de rayon 3.

e |z=3|=|z+2+3i| e |z—3|=|z—(—2—3i)| & BM = CM avec B d’affixe zz = 3 et C d’affixe
Lo —2 — 3i.

Donc M appartient a la mediatrice de [BC].

e arg(z—1-—1i) =n/4[2n] & arg(z — (1 +1)) = n/4[2n] & (ﬁ,ﬁvi) = %[Zn] avec E d’affixezp = 1 + 1.

Donc M appartient a la demi-droite d’origine E privé de E, de vecteur directeur u; tel que (i ,u; ) = g.

+ arg(=2%) =7 [n] & (GM,FM ) =7 [n] avec F daffixe z; = 1 — 2i et G d’affixe 25 = —1.

zZ+1 2

Danc M annartient at1 cercle de diametre [EGT nrivé des noints ¥ et (-



Remarques

e

1) Trois points distincts sont alignés si et seulement si : (AB ,AC) = 0 [mr] ce qui equivaut a :

Zc — <24 Zr — Z :
arg( )= [1] < 25 "4 estun réel non nul.
ZB — Z4

2) Un triangle ABC est rectangle en 4 si et seulement si : (4B, AC ) = =[]

ST

c’est-a -dire ; arg (ZC_ZA) = % [m]etB =AetC + A

ZB—ZA

Zc — Zy
1=

est un imaginaire pur non nul.
ZB — 24



Méthode 5 - Nombres complexes et configurations géométriques

Exercice d’application
A, B, C trois points d’affixes respectives : z, = 2i,zg =2 +1i,z, =1 —1i.

Démontrer que le triangle ABC est isocele rectangle en B.

Correction

AB = |zg — z4] = |2 —i] = /22 + (-1)2 = V5 et
BC = |zo — zg| = | — 1 — 2i| = |1 + 2i| = /5 donc ABC isocéle en B.
D’autre part :

Zp—zg —2+i1 (=2+D(-1+2i))

Zc—zg —1-2i 1+4

Donc (ﬁ/,\B—C)) = arg (ZA—ZB) — arg(l) =

ZCc—ZB

NS

[27] donc ABC est rectangle en B.



