Dérivation — Fonctions cosinus et sinus

l. Rappels

1) Dérivabilité et fonction dérivée

Définition — Nombre dérivé

f est une fonction définie sur un intervalle I de R.

Soient a et h deux reels tels que a et a + h appartiennent a I.

On dit que lafonction f est...................... s'il existe un nombre réel [, tel que : ... oo o ces e et e e
Leréel lestalorsappeléle ................................. etestnoté .............

Définition — Fonction dérivable, fonction dérivée

Soit une fonction f définie sur un intervalle I de R.
La fonction .. ST .Sl festdérivableen ..........................
La fonction f x e f (x) deflnle surlestappeléela.............................

Remargues :
e Une fonction peut étre définie en a mais non dérivable en a.

Par exemple, prenons la fonction racine carrée qui est définie en 0.
Ona... ..
Dong, la fonction racine carrée n’est pas dérivable en 0.

e Les physiciens expriment une variation a 'aide du symbole A. Ainsi, entre x et x, elle est notée
w €t e Onaalors : f'(xg) = e

e On peut noter f'(a) également ... ... ... ..... qui exprime la différentielle de la fonction f en a par
rapport a la variable x. Cela sert a écarter toute ambiguité s’il y a d’autres variables.

2) Application de la déerivation

Définition — Tangente en un point & une courbe

Soit une fonction fdérivable en un nombre réel a appartenanta /.
Soit Cr la courbe représentative de f dans un repere
La tangente a la courbe Cr au point A est la droite

Une équation de la tangente a la courbe Cr au point d’abscisse a est :
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Exemple :
On considere la fonction trindme f définie sur R par f(x) = x% + 3x — 1.
On veut déterminer une équation de la tangente a la courbe représentative de f au point A de la courbe
d'abscisse 2.

Propriétés - Du signe de f'(x) aux variations de f

Soit une fonction f définie et dérivable sur un intervalle I de R.

e Sif’ est strictement POSItIVE SUT I, SAUL .......coccieiieiiiiieiiiee ettt e e es s e saesae e e e en e ,
e Sif’ est strictement NEZAtiVe SUT I, SAUS ........ccccueiueiciiieiiece e es s vttt sa st s n s aenas ,
e Sif'estnullesurl,alors f ....oceienneinnienniennns
Remargue
S RSP SRRSRRO » signifie que la courbe
représentative de f peut admettre ..........cccereiriienneeres e e mais ne peut avoir a aucun endroit
1a forme ....oovceiece e [T
A € A €
5 ] tangente f 5 ]  segment ’f

horizontale horizontal

21 2
A B
/ 1
T L) T T T : T T T T T >
f/ 1 2 3 4 -1 1 2 3 4
f' est strictement positive sauf en 2 oil elle s’'annule f est strictement positive sur ] —co; 1[U]2; oo
donc f est strictement croissante sur R. donc f n'est pas strictement croissante sur RR.
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3) Calcul de dérivées

Propriété - Dérivées des fonctions usuelles

On designe par Dy I’ensemble de définition de la fonction f.
Toutes les fonctions du tableau ci-dessous sont dérivables sur Dy a I’exception de la fonction racine carrée
qui n’est pas dérivable en zéro.

. Ensemble de . e
Fonction f définition de f Dérivée f
f(x)=a (a€R) R |
f(x)=x"™ (neN R |
1
= — R*
o) =~
f(x) =+x [0;+o0] |

Exemples
a) Soit la fonction f définie sur R par f(x) = x®

b) Soit la fonction f définie sur R* par f(x) = —

Propriété - Opération sur les fonctions dérivees

Soit un réel k et deux fonctions u et v dérivables sur un intervalle /.

e Lesfonctions u + v, ku et uv sont dérivables sur I.

- 1 u 7 . N N\
e Les fonctions — et — sont dérivables sur I saufla ou v s’annule.
v v

1 u
Fonction u+v ku uv — -
v v
DErIVEE | oo | e | i | v | i
Exemples
a) f(x)=(2x*-5x)(3x—2)
6Xx—5
a) g(x) = x3-2x2-1

Il1. Deérivées de fonctions composées

Dans cette partie, u désigne une fonction et I un intervalle.

Propriété - Dérivée de Vu

Si u est dérivable et strictement positive sur /, alors Vu est dérivable

sur ] et (\/ﬂ)l
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Preuve
Soitunréela € I etunréel h > 0 tel que a + h soitdans . ........

Exemple
f(x)=vV3x2+4x -1

Propriété — Dérivee de u™ et u™"

Soitn € N*. Si u est dérivable sur I alors :
e La fonction u™ est dérivable sur I et (u™)' =............

!

e Lafonction u™™ est dérivable sur I sauf la ol u s’annule et (u™)" =............

Preuve ......

Exemple
f(x) = (2x% + 3x —3)*

Propriété — Dérivéee de x — u(ax + b)

Soit deux réels a et b. Si u est dérivable sur I alors :

La fonction f: x = u(ax + b) est dérivable la ou (ax + b) € I et

Preuve: ......

1. On reconnait le type de composée (vu, u™, u™™ ou x = u(ax + b)) et on identifie u.
2. On détermine les ensembles de définition et de dérivabilité de la fonction.
3. On calcule u'(x) et on applique la formule de dérivation qui convient.

Déterminer les ensembles de définition D et de dérivabilité D’ de f, puis calculer f'(x).

1) f(x) =Va2—x -2 2) Flx) = (2:;)2 3) f(x) = ﬁ 4) f(x) = 2x = 3)°

Propriété (admise)

Soit u une fonction dérivable sur un intervalle I de R et f une fonction dérivable sur un intervalle J de R telle
que pour tout x € I, u(x) € J.
La fonction f o u composée de u suivie de f est dérivable sur I, et pour tout x € I :

(fow)(x) = wvvvevii v v e 0OU [f(u(x))]lz

I1l. Fonctions cosinus et sinus

1) Définition et rappels
Soit (0;1,]) un repére orthonormé direct. Le point M, image d’un réel x sur le cercle trigonométrique de
centre 0, a pour coordonnées (cosx ; sinx) ou cosx est le cosinus de x et sinx est le sinus de x.
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Propriété — Fonction cosinus et sinus
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» La fonction cosinus, notée cos, est la fonction définie sur R par cos: x — cosx.

o La fonction sinus, notée sin, est la fonction définie sur R par sin: x = sinx.

2) Propriétés des fonctions cosinus et sinus

Définition - Fonction périodique

Soit f une fonction définie sur R et un réel T.
f est périodique de période T ou est T-périodique Si, pour tout x € R, ... e cev vee vee vee e ven e

Définition - Fonctions paire et impaire

Soit une fonction f definie sur un ensemble Dy symétrique par rapport a 0.
 Une fonction f est paire si, pour tout x € Dy, ... ... ... .. ...
 Une fonction f est impaire si, pour tout x € Dy, ....................

Définition - Fonctions paire et impaire

e Les fonctions cos et sin sont .. o
e Lafonction cosest.......... et Ia fonctlon sin est ...............

Preuve : .....

» Dans un repere, les courbes représentatives de cos et sin « se répétent » tous les 2.
» Dans un repére orthogonal, la courbe représentative de cos est symétrique par rapport a I’axe des
ordonnées et celle de sin est symétrique par rapport a 1’origine du repére.

3) Dérivabilité et variations

Propriété (admise) - Dérivées des fonctions cos et sin

Les fonctions cos et sin sont dérivables et continues sur R.
e cos' =
e sSin' = ............
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Propriété

» Les variations des fonctions cos et sin sur = -
[0; ] sont données par les tableaux ci- | 6 7 7 x 0 5 7
ntre. :
contre . \; :
cos 0 sin Va N\
-1 0 0

o Les courbes representatives de cos et sin sont appelées des sinusoides.

UK
-3 i 3 X
2 —1 2

En général, ce type de fonction définie est dérivable sur R. Si ce n’est pas le cas, on établira d’abord
les ensembles de définition et de dérivabilité (Méthode 1).

Calculer f'(x). L’écrire sous une forme facilitant I’étude de son signe.

1) f(x) = sin(3x %)

2) f(x) = cos?x

3) f(x) = sinx(1 + cosx)

Propriété
I cosx—1 i sinx __
x50 X x50 *
Preuve

Il arrive fréquemment qu’une fonction trigonométrique soit périodique et paire ou impaire. Cela
ameéne alors souvent a étudier d’abord la fonction sur un intervalle restreint avant de I'étudier sur

un ensemble plus grand.

3sinx

Soit la fonction f définie sur R par f(x) =

2+4cosx

Calculer f’(x). Etudier son signe sur [0; ]. En déduire les variations de f sur [0; 7t].
Calculer f(—x). En déduire les variations de f sur [—m; 7T].

Montrer que f est 2m-périodique.

Tracer la courbe représentative C de f sur [0; ] puis sur [—4r; 47].

BN
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