Dérivation — Exercices Sésamath

e Dérivabilité et dérivation

11 | METHODE 1

Déterminer I’ensemble de dérivabilité 2’ de chaque

fonction et calculer sa dérivée sur 2’ :

Df:x—V3x-7 4)a: xr—>(1—2\/_)2
2) g: x> (523 —3)? 5)b:x— \x2

i
3h: _— 6 —_—
) XH(X+6)3 e x'_)\/lO—x

EA soit f une fonction définie sur I par f(x).
Justifier que f est dérivable sur I puis calculer f'(x).

D=3 1=]2; -+osf
2
Z)f(X):(x—Jic——l)?’ I=]—1; +oo|
2
3) f(x) = (zfi) [=]2; +oof
~(x—2) 1 _ L.
Y ) = =2+ s 1= |3 +|

13 I METHODE 2 [eX

Soit f une fonction définie sur R. Calculer f'(x).

1) f(x) = x> + cosx 5) f(x) = x> cos x

2) f(x) = sin2x 6) f(x) = cos® x

3) f(x) = cosxsinx 7) f(x) = sinx + cos x
—ainl 2cosx+3

4) f(x) =sin“x 8) f(x) = Teosr—3

B Soit f une fonction définie sur R. Calculer f'(x).
D fx) = (1- x2)2 4 f(x) = sin’x

2) f(x) = (1 - 3x2)3

3) f(x) = (x2 +x+1)2

5) f(x) = cos2x
6) f(x) = sin (2x + %)

m Déterminer les valeurs ot la dérivée des fonctions
suivantes s’annule.

[
Dfixm %4_;4_3 définie sur R.

2

2) g:x— — définiesur]—\/z;\/i{.
—x
2
3 h:x— (’jOSZL définie sur R.
sin“x + 2

e Application de la dérivation
EE] Soit la fonction f définie sur [0 ; +oof par :

C 2x—/x
fl = 3
1) Montrer que f est dérivable sur |0 ; +oo[ et que :
fly = AL
VA (24 V7)?

2) Résoudre I'équation X2 44X — 1 = 0.
En déduire le signe de f'(x).

3) Dresser le tableau de variation complet de f.

FZ) Soit les fonctions f et g définies sur R par :

x)=Vx2+1—-2x et g(x) = \/szﬁ

1
(2 +1)Vx2+1

En déduire le sens de variation de g sur R.
2) Calculer xLlef(x) et Jr1H1111‘)‘)f’(2c).
3) Montrer que f'(x) = g(x) — 2.
En déduire le signe de f'(x) puis les variations de f.

1) Montrer que g'(x) =

EZ] Soit les fonctions f et ¢ définies sur R par :
f(x)=x*-3x+3 et g(x) = —2*+x+1

Montrer que les courbes représentatives de ces deux
fonctions ont une tangente commune en un point.

Soit f la fonction définie sur IR par :
A P

2cosx
24 cosx’

flx) =

Etudier les extremums locaux de f sur [0 ; 27].

Soit la fonction f définie par :
25 | P

fix ¥24+2x+1
‘ Vx+3
1) Déterminer les ensembles de définition et de
dérivabilité de f.
2) Montrer que, 1a ol f est dérivable :
f’(x) B (x+1)(3x +11)
2(x +3)vVx+3

3) Dresser le tableau de variation de f.

4) Montrer que f admet un minimum sur son ensemble
de définition.

Soit la fonction f;, définie sur R par :

fn(x):

*
m, pour tout n € IN™.

Dans un repére orthonormé, on note %, la courbe
représentative de f,,. Ci-dessous, on a tracé ¢, ¢; et @3.

I i | 1 2
1) On admet que f,, est dérivable sur IR.
Calculer f,(x).

2) a) Déterminer l'équation réduite de la tangente (d) a

la courbe %3 au point d’abscisse 1.
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5 3
b) Soit la droite (A) d’équation y = —x + —.
) Soit la droite (A) d’équation y 2 + 6
Montrer qu'il existe une courbe %}, qui admet (A)
comme tangente au point d’abscisse —1.

Déterminer la valeur de n correspondante.

EZ] Soit f la fonction définie sur R par:

(x2 —x—2)°

flx) =

0| =

représentée par la courbe ¢ ci-dessous.

\ i

—1

1) Conjecturer les variations de f.

2) Calculer f'(x) et étudier son signe.

3) Dresser le tableau de variation de f sur RR.

4) Déterminer 1'équation de la tangente a ¢ au point

d’abscisse 1.

e Calculs avec cosinus et sinus
E) Exprimer les nombres suivants en fonction de

c) cos (x - g)

d) cos (% + x)

cosxoudesinx:

1) a) sin (3m+x)

b) cos (5?71 o x)

2) a) sin(n—x)—i-cos(z—x
b) 3sin (7 + x) — 2sin (7w — x) +4sin (x — )

Simplifier les expressions suivantes :

. T
1) cos(x—r;) 3) sin (x+§r)
2) sin (x—i) 4) cos (x-i—E)
, T T
1 5 =
) Etant donné que R 31 calculer les valeurs
tes de cos i et sin E
exac 5 R ] ]
2) Déterminer les valeurs exactes de cos % et sin 1—;

EX) Etablir pour tous réels x et y les égalités suivantes.
1) sin(x 4+ y) cos(x — y) = sinx cosy + cos x sin y.
2) 1—sin2x = (cosx — sin x)?.

3) cos (% +x) + sin (% —x) = V2 (cos x — sinx).

e Périodicité
Ef} verifier que la fonction f est T-périodique.

T
1) f:x > sin(6x —3) T:E
2)f:x»—>smx T =7
Cos X
3) f:x > cos’x —sin®x T=m
4)f:xr—>(4coszx—3)cosx T:%T
e Parite
m Etudier la parité des fonctions suivantes.
o fiixrxt 44 o fsix— x|
X
Ofp_.xi—)xz_i_% ) Ofﬁ.xi—)‘ﬂ
1+x"+x .
* f3iXx > ——— ® f7:x+>cosx +sinx
fs x(x2 + x4) fr +
2x +1
o fyixr sz o fg:x — cos(x+ )

T} On considere les types de fonctions suivantes :
1) affine x — ax +Db

2) polyndéme du second degré x ax® + bx +c
ax+b

cx+d
4) polyndme du troisieme degré x +— ax® + bx® +cx +d

3) homographique x —

Pour chaque type, a quelle condition a-t-on :

e une fonction paire? e une fonction impaire ?

e Inéguations avec cosinus et sinus

EB Résoudre dans |—m ; 7] les équations suivantes :

1)cosx=cosz 5)2cos2x =1
. . T . V3
2) sinx = sin (_€> 6) sin3x = =3

3) cos2x = cosg 7) cos2x = cos x

T
4) cos x = cos (x+—> 8) sin3x = cosx

4
42

1) Résoudre dans | — 77 ; 7] les équations suivantes :

V2 . V3
a) cosx = — ¢)sinxy = —

2 2
b)sinx:—l d) smx =£

2 COS X 3

2) Résoudre dans R les équations suivantes :

a) cosx = — b)cosx = —sinx

2
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& Résoudre sur | — 71 ; 7] les inéquations suivantes :
1) 2cos’x —3cosx+1=0
2) 2sin®x 4 5sinx +2 < 0

v2 3\/§€0

3) cos? x — (3+T) cosx—i—T

I Résoudre sur | — 7 ; 7] les inéquations :
T 1 T \/5
+ I <2 i LA P
1) cos (2x 6) < > 2) sin (3x z ) >

e Limites avec cosinus et sinus

m ROC

1) On rappelle que la fonction sinus est dérivable sur R

et que sin’ = cos.
, . sinx
Démontrer que lim — = 1.
x—0 X

2) En déduire la limite de la suite (u,),>1 lorsque :

.1 1 .1
a)u, =nsin— b)u, = n?sin = ¢) Uy, = \/nsin —
n n n

m Soit la fonction f définie par :

2cos x T
flx)= zx_npourx;aé 7

3 2 Sy i . T
En étudiant la dérivabilité de la fonction cosinus en >
déterminer lim f(x).
X2y, 7
T

IEEl En opérant le changement de variable X = x + 1

) . X sinx + cos x
déterminer lim ————
xﬁ\f% x+ T

E Déterminer les limites suivantes :
. sin2x —2sinx .omx—2

1) lim — 2) lim T

x—0 X x—>% CcOoS T

E soit (a,), ¢ une suite non constante de réels.
Pour tout entier 1, on pose u, = sin(ay).

2
Existe-t-il (a,) telle que (u,) converge vers - ?

. . e 2n? + cosn
1) Soit la suite (uy), définie par u, = BT I
Montrer que (u,) converge et préciser sa limite.

cosn — 2n

Jn

Montrer que (vy,) converge et préciser sa limite.

2) Soit la suite (vy,),-, définie par v, =

e Etude de fonctions

o VETHODE 3 X2
T

Soit f la fonction définie sur [—g ; 5} par:

f(x) =2x +sin2x.
1) Etudier la parité de f. Interpréter graphiquement.

2) a) Démontrer que, pour toutx € (0; 5}

f'(x) = 2(1 + cos 2x).
b) Etudier les variations de f sur [O ; g}
3) A l'aide de 1, dresser le tableau de variation de f.

m Soit la fonction f définie sur R par :
f(x) = cosx —sinx.

. m
1) Calculer sin (x + Z)

2) Calculer f'(x).

3) En déduire les variations de f.

EE) Soit les fonctions f et g définies sur [0 ; 277] par :
f(x) = cos2xcosx et g(x) = sin2xsinx.

1) Montrer que f(x) — g(x) = cos 3x.

2) Résoudre I'équation cos 3x > O sur [0; 27].

3) Etudier les positions relatives des courbes représen-
tatives des fonctions f et g sur [0;2 7).

I Ftudier sur [—7; 7] les variations de la fonction :

f:0 > sin(20 + 71/6) — 6.

G0 Soit la fonction f définie par :
f(x) = (ax+1)(22 + x +1)%

Dans le repere (O ; I; ]) ci-dessous, on a représenté la
courbe ¢ représentative de la fonction f et la droite qui
passe par J et B(1; 4).

41\

Y

Page 3 sur 4



1) a) Justifier que la courbe ¢’ passe par le point J.
b) Déterminer le coefficient directeur de (JB).
¢) Démontrer que, pour tout réel x :

f'(x) = [10ax* + (3a+8)x+a+2)] @ +x+1).

d) On admet que (] B) est tangente a ¢y au point J.
Déterminer alors la valeur de a.
2) Montrer que f'(x) = (10x* + 11x + 3)(2x* + x + 1).
3) Déterminer les variations de f sur R.

Soit f la fonction définie par :
62 | p

~ cosx
1+sinx’

f(x)

1) Déterminer le domaine de définition de f.

2) Montrer que f est périodique.

3) Montrer que f n’est ni paire ni impaire.

4) Calculer f'(x). En déduire le sens de variation de f

sur | -2 ; 3T
2' 2 [

&) Soit les fonctions f et ¢ définies sur R par :

x2 x4
f(x) =cosx—1+?etg(x) = f(x) — TR

1) a) Dériver deux fois f et en déduire que f(x) = 0
pour tout réel x.
b) Dériver quatre fois ¢ et en déduire que ¢(x) < 0
pour tout réel x.
¢) En déduire un encadrement de cos x.
2) a) Déterminer la précision (x) de 1'encadrement.
b) Etudier la fonction «.
En déduire a quelle condition sur x il est pertinent
d’utiliser cet encadrement.
3) Application : encadrer cos g et estimer sa précision.

1) Soit f la fonction définie sur [—1; 3] par:

flx) = /4(3x_+xl)

représentée par ¢y dans un repere du plan.
a) Montrer que la tangente 7 a % au point
d’abscisse 1 a pour équation :

x—y+1=0.

b) Dresser le tableau de variation de f.
¢) Etudier la position de ©s par rapporta 7.
2) Soit g la fonction définie sur R* par :

8(x) = 723~ x)°

représentée par ¢, dans un repere du plan.
a) Montrer que, pour tout x € R* :

¢ (x)= %x(é —5%)(x —8)%

b) Déterminer les points de ¢, ol ses tangentes sont
horizontales.
¢) Dresser le tableau de variation de f.

3) Soit la fonction définie par :

{h(x) f(x) sixe[-1;1]
h(x) =g(x) sixe[l; +oo|

La fonction & est-elle dérivable en 17
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