Evaluation de mathématiques n°3

Durée 1h55 mn 19 décembre 2018

Terminale S3

Exercice 1 (12 points)
Les deux parties de cet exercice sont indépendantes.

Partie A
L’objectif de cette partie consiste a démontrer que la fonction f dérivable sur R vérifiant f' = fet f(0) =1

est non nulle et unique.
1. Soit g la fonction définie par g(x) = f(x) X f(—x).
(a) Montrer que pour tout réel x, g'(x) = 0.

Pour tout réel x, ona: h'(x) = /() f(=x) + FO)(=F'(=x)) = FO)f(=x) — F () f (=x) = 0.

(b) En déduire que pour tout reel x, g(x) = 1.
La fonction h est donc constante et égale a g(0) = f(0)f(0) = 1.

(c) Montrer que pour tout réel x, f(x) # 0.

Ainsi, pour tout x € R, g(x) = f(x)f(—x) = 1 ce qui montre que f ne s’annule pas sur R.

2. Supposons qu’il existe une autre fonction g telle que g’ = g et g(0) = 1.

1)

Soit h la fonction définie par h(x) = 0"

(@) Montrer que pour tout réel x, h'(x) = 0.
FIe09(0=F(99'() _ fDIW-F09) _

Pour tout réel x,ona: h'(x) =

9%(x) 9% (x)
(b) En déduire que f = g.
Donc la fonction k est constante et égale a k(0) = % = % =1
Ainsi, pour tout x € R, k(x) = % =1¢& f(x) = g(x)donc f = g d’ou I'unicité.

Partie B
Soit f la fonction définie sur I’intervalle ]0; 4+oo[ par :

1
f@) = e
1. (a) Déterminer la limite de f quand x tend vers 0.
1
. = . 1 . .
lim ex = +oo et x]l)r(l)’l_'_x—z = +oo donc, par produit, ,}L%ﬂx) = 400,

x—07t
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(b) Déterminer la limite de f quand x tend vers +oo.

1
lim e¥=1et lim = = 0 donc, par produit, lirp f(x)=0.
X—>+ 00

xX—+00 X—+ 00 x2

(c) Que peut-on en déduire pour la courbe représentative de f dans un repére orthonormé ?
Cr admet une asymptote horizontale d’équation y = 0 (axe des abscisses) lorsque x tend vers +oo ainsi

qu’une asymptote verticale d’équation x = 0 (axe des ordonnées) en +co.
2. (a) Démontrer que, f est dérivable sur ]0; oo et :
: 1 1
fx)= —Fex(Zx + 1)
1
La fonction x ~ iest définie et dérivable sur ]0; +oo[ donc, par composeée, la fonction x — ex est dérivable

1
sur ]0; +oo[ . Il en est de méme par produit de x_12 par ex .
) —2x 1 1 1 1 2x 1 1 1 1

(b) Déterminer le signe de f” et en déduire le tableau de variation de f sur I’intervalle ]0; +oo].

1
x* > 0 etex > 0donc f' ale méme signe que —(2x + 1) d’ou le tableau de variation suivant :

f'() —

1 \

(c) Démontrer que I’équation f(x) = 2 admet une unique solution « appartenant a I’intervalle

0

]0; +o0o].

Déterminer la valeur approchée de a arrondie au centieme.
La fonction f est strictement décroissante sur ]0; +oo[ et 2 € f(]0; +o[) donc, d’apres le corollaire du
théoreme des valeurs intermédiaires, 1’équation f(x) = 2 admet une unique solution « appartenant a
I’intervalle ]0; +oo].

A T’aide de la calculatrice, on trouve x = 1,11 a 10~2 pres.
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Exercice 2 (3 points)

Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct (0 ; u, v).
On sait que pour 2 points distincts A d’affixe z, et B d’affixe zz on a (17 ,Xﬁ) =arg(zg — z4 ) [2m].

1) Montrer que pour tout point C d’affixe z; et D d’affixe z, ona:

(A_E ,ﬁ) =arg (ZD e ) [27]

Zp — Zy

(4B, CD) = (4B, %) + (@, CD)
- —(a,4B) + (@,CD) = (@, CD) — (@, 4B)

Zp — Z¢
=arg(zp —z¢) —arg(zg —zy) = arg( ) [27]
Zp — Zy
2) Ondonnezy, =—2+2i,z5 =2+ 2i etz; = 4i.
a) Calculer |ﬁ| etarg (%:Z)
zg— 2z, (2+2i)—4i 2 —2i 2—-2i Zg — Z¢ )
= - - = - = -=1 donc =l|il=1
Zy—2zc (—2420)—4i -2-2i —-2-2i Zy — Z¢

Zg — Z T
arg( B C) = arg(i) = 3 mod 27
—Zc

b) En déduire que le triangle ABC est isocéle rectangle.

A

Le triangle est rectangle en C car (C4,CE) = ~.

%| =1 |z5—2zc| =|z4 — 2z:] © CB = CA; il estaussi isocéle.
AT4C

De plus,

Exercice 3 (5 points)

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé direct (O,u, v") d’unité graphique 2 cm.
On considere les points A, B et C d’affixes respectives
Zp = —2i, zg=—V3+iet zc =3 +i
1. (a) Déterminer, en détaillant vos calculs ou votre raisonnement, les formes exponentielles de z4, zg

etZC.

(i) = 26
zy =2X%X(—i)=2e \2
\/§ 1 i51
ZB=2<——+—i>=2eT

2 2
\/§ 1 in
ZC=2<7+§L'>=2€?

(b) En déduire le centre et le rayon du cercle I passant par les points A, B et C.
On remarque que |z,| = |zg| = |z-| = 2 ce qui signifie que les trois points appartiennent au cercle de centre
O et de rayon 2.
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2. (a) Ecrire le quotient 2224 sous forme algébrique puis sous forme exponentielle.
Z Z
C™4A

25—z _—V3+3i _(=V3+3i)(V3-3i) 6+6iV3 _1

V3 oz
= —+1— =3
Zc—2Zy  \3+3i 349 12 2 2

(b) En déduire la nature du triangle ABC .

Zp — Zy

=1 |zzg—2z4| = |z — 24| © AB = AC
Zc — Zy

(4C,4B) =%

3
Ces deux conditions permettent d’en déduire que le triangle ABC est équilatéral.

3. Déterminer I’ensemble (E) des points M d’affixe z tels que

|Z|=|Z+\/§—i|.
Onalz| =0M et |z— (V3+i)|=CMdonc|z| =|z+V3—i| & OM=CM

Le point M décrit la médiatrice de [OC]: I’ensemble (E) est donc la médiatrice de [OC].

Question bonus

Démontrer que pour tous nombres réels p et g :

i(p+q)

. . p — q
ip iq —
e’ +e 2e 2 X cos ( > )
p—qy _ ip—q)\ 1/ ilp=q) i(p—q)
cos( > )—Re(e 2 )—E(e 2 +e 2 )
i(p+q) — ip+tq) 1/ ip—q) i(p—q)
2e 2 xcos(p q)=2e 2 x—(e 2 +e 2 )
2 2
i(p—q) i(p+q) i(p—q) i(p+q)
= (e 2 Xe 2 +e 2 Xe 2 )
i2p i2q

= (eT + eT) = e + el

En déduire la formule suivante :

B p+q p—q
cos(p) + cos(q) =2 cos( > )cos( 5 )
cos(p) + cos(q) = Re(e™ + e'?)
i(p+q)

= Re (Ze 2 Xcos (p;q)>

— i(p+q) — +
=2cos(p q)Re (Ze 2 ) =2cos(p > q)cos(p > q)
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