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8 i, Les nombres complexes prennent naissance au XVleme siecle lorsqu’un
: _ 2 italien Gerolamo Cardano (1501 ; 1576), ci-contre, au nom francisé de Jérome

of = Cardan, mtrodwmt +—15 pour résoudre des équations du troisieme degre.

g =\ En 1572, un autre italien, Rafaele Bombelli (1526 ; 1573) publiec "Algebra, parte
q 2\ maggiore dell aritmetica, divisa in tre libri" dans lequel il présente des nombres de
L
- y || la forme a + b+/—1 et poursuit les travaux de Cardan sur la recherche de solutions
= ::._ non reelles pour des equations du troisieme degre.
il f - A cette époque, on sait manipuler les racines carrées d entiers négatifs mais on ne

- les considere pas comme des nombres. Lorsqu’une solution d’équation possede une
telle racine, elle est dite imaginaire.
La notation i apparait en 1777 siecle avec Leonhard Euler (1707 ; 1783) qu

developpe la theone des nombres complexes sans encore les considerer comme de « vrais » nombres. 1l les
qualifie de nombres impossibles ou de nombres 1maginaires.




|. Forme algébrique et représentation d’un nombre complexe

1. Définition et vocabulaire

Théoreme
Il existe un ensemble noté C appelé ensemble des nombres complexes qui possede les propriétés

suivantes :

e C contient I’ensemble des nombres réels ;

« il contient un nombre tel que % = —1;

e il est muni d’une addition et d’une multiplication qui ont les mémes propriétes que dans R,
I’ensemble des nombres réels.

Exemples

3 2 . A
e Lesnombres —1:0: 3 :+/2 sont des nombres réels donc ce sont aussi des éléments de C.

« A I’aide du nombre i et de la multiplication : —i ; 2i; iv/2... sont aussi dans C .

« Avec les additions, les nombres suivants sont aussi dans C: —1 +i :vV2 + 2i



Définition
Tout nombre complexe peut s’écrire sous la forme : z = a + ib avec a, b € R.

Cette écriture est appelée forme algébrique de z :

* a est appelee partie réelle de z, notée Re(2).
* b est appelée partie imaginaire de z, notée Im(z).
Remarques
e Lorsque Im(z) = 0, z = a estreel.

» Lorsque Re(z) = 0, z = ib est appelé imaginaire pur.

Méthode 1 - Réduire un complexe a sa forme algébrique

Exercice d’application
Soientz; =1+ 2i , z, = —1 + i, des nombres complexes.

Déterminer les parties réelles et imaginaires des complexes : z3 = z; X z, , z4 = z%.
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Calculer les expressions suivantes, donner le
résultat sous forme algébrique :

1) 2(1+2i) 3) 2i(3 — 2i)
2)i(3+41) 4) (14 2i)(—2—2i)

EFJ Calculer les expressions suivantes, donner le
résultat sous forme algébrique :

1) (3+1i)° 3) (5—2i)(5+2i)

2) (1+iv2)? 4) (V2 +2i)(3 — V2i)

m Calculer les expressions suivantes, donner le

résultat sous forme algébrique :
DE—i(1+24)+5—1 5 (1+21)(3—1)(—3—3i)
2) (5—2i)(5+ 2i) 6) (71— 3)(7 — 3i)
3(2-i)(i+1) 7) (1 —2i)®

1) (V2 +2i)(3 — V2i)

1) Simplifier au maximum les expressions suivantes :
a) i2 o it e) i1
b) i® d) i’ f)i'?

2) Conjecturer une régle donnant i” en fonction de n et

la démontrer par récurrence.
3) En déduire la valeur de i*’!%.

1) Si zy = a1 + iby et 20 = a» + ib,, donner la formule
calculant la partie réelle puis la partie imaginaire de
leur produit.

2) Ecrire un algorithme qui permet de calculer ces par-

ties réelles et imagmaires ln:}rsqu’ﬂn entre celles des

complexes z; et z;.



Théoreme
Soient z; = a, +ib; et z, = a, + ib, deux nombres complexes :

a;, = ay
Zy =72y &
i . Diay vl

L’ écriture algebrigue d’un nombre complexe est unique.

Démonstration

Soient z; = a; + ib; et z, = a, + ib, deux complexes tels que z; = z,.
Zj_:ZZC} a1+ib1=a2+ib2@ al—a2=i(b2—b1) (1)

—a

=Tk
bz by

Raisonnons par 1’absurde : si b, # b, alors =

—Zl_gz etant un réel, on aboutit a une contradiction.
27 M1
Donc b; = b, et on déduit alors de (1) que a; — a, = 0 donc a; = a,.

La réciproque est claire.

Exemple
Soitz=2x—-1+i(3—y),x € Rety € R, un complexe.

Onaz = 0sietseulementsi 2x —1=0et3 — y—Ocestadlrex——ety—S.



2. Repreésentation graphigue des complexes

Le plan est muni d’un repére orthonormé direct : (O W])W) =(0;u,v).

Définition
Tout nombre complexe z = a + ib avec a,b € R peut étre représenté dans ce
repere par :

e ununique point: M (a ; b), appelé image ponctuelle de z = a + ib.
- un unique vecteur : OM (a ; b) appelé image vectorielle de z = a + ib. iz

On dit que z = a + ib est I’affixe du point M et du vecteur OM.

71

axe des imaginaires

axe des réels

On note souvent M(z) ou M (a + ib) et OM (z) ou OM (a + ib). 0

Remarques
« Lescomplexes z = a € R sont les nombres réels et sont représenteés sur I’axe des abscisses.

« Lescomplexes z =ib, b € R sont les imaginaires purs et sont représentés sur I’axe des ordonnées.

« Le plan est alors appelé plan complexe.



Exemple
Dans le plan complexe, on a représenté ci-contre les points d’affixe z tels que

s Re(z) =2
*Im(z) =3

* Re(z) = Im(2).

4 -
Im(z) =3 -
J
2 -
1 —
| | 0
| 1 |
-3 -2 -1
4, —1 4
%Qz
7
2 —2




[l1. Addition, multiplication par un réel et geometrie

On se place dans le repére orthonormé (O ;u,v ).

1. Addition

Théoreme
e Si Z1 = aq + lbl et Zy = Ay N lb2 alors Zq + Zy = (a1 £L az) + l(bl - bz)

 Si z; est I’affixe de wy et z, celle de w, alors z; + z, est affixe de w; + w, .

Démonstration

La premiere regle est en realité une définition de 1’addition des nombres complexes et la seconde une

conséquence directe de la formule des coordonnées de la somme des deux vecteurs w;(a; ; by) et wy(a, ; by).

Remarque

Dans la pratique, on se passe aisement de la formule en calculant avec les regles habituelles puisque :

(al P lbl) el (az v lbz) = A = lbl AR a, + lbz = aq =3 a, e l(bl + bz)



2.

|
Opposé d’un nombre complexe Vi o 2
—
= b
Théoreme e # 1
« L’opposé du nombre complexe z = a + ibest: —z = (—a) + (=b)i = —a — bi. M'(-z)

« z est ’affixe du point M.
L’opposé de z noté —z est I’affixe du symétrique de M par rapport a I’origine.

e sj z est ’affixe de w alors —z est I’affixe de —w.

Démonstration

 Onvérifiequez+ (—z) =0.Eneffet, z+ (—2z) =a+ib+ ((—a) + i(=b)) = 0.
« Lespoints M et N d’affixes respectives z et —z ont pour coordonnees (a ; b) et (—a ; —b).

La formule des coordonnées du milieu donne (a+(2_a) g b+(2_b)): le milieu des deux points est bien

I’origine du repere O (0 ; 0).

» La preuve résulte directement des coordonnées de 1’opposé d’un vecteur dans un repere.



3. Soustraction

Théoreme
e« Sizy=a;+ib,etz, =a,+ib,alors z; —z, = z; + (—2z;) = (a; — ay) + i(b; — by).
« Siwj; et w, sont d’affixes respectives z; et z, alors w; — w, est d’affixe z; — z,.
« Si A et B sont d’affixes z, et zz alors zg — z, est I’affixe de AB.

Démonstration
Elle résulte des définitions et des formules des coordonnées de vecteurs dans les reperes.

Méthode 2 — Utiliser les nombres compexes en géomeétrie

La méthode génerale consiste a :
1. Transformer les données géométrigues du texte ou les questions en terme de vecteurs puis de nombres complexes.
2. Utiliser les regles de calcul pour résoudre le probleme.

Exercice d’application
On considere trois points A4, B, C d’affixes :
A=-3+2i,B=1+1icet C=3—4i.
1. Déterminer I’affixe du point D pour que ABCD soit un parallélogramme.
2. Déterminer les coordonnées du centre de ce parallélogramme.




4. Multiplication d’un complexe par un réel

Théoreme
Soit z € C, 1 € R et w d’affixe z.

Le complexe Az est I’affixe du vecteur Aw.

Exemple

Soit A, B deux points du plan d’affixe zy = 3 —ietzz = —2 + 3i.

Le vecteur 24B a pour affixe : 2(zg — z4) = 2(—5+ 4i) = —10 + 8i.
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n Calculer les sommes suivantes, donner le résultat

sous forme algébrique :

D(1+%Q+(3+0 m(%+§g4(2m)

1 1. 1 2.
Y (ml) - (z+ 51)

m Calculer les sommes suivantes, donner le résultat

2) (-3+2i) —(4+1)

sous forme algébrique :
1) (2+iV5) + (3 — 2iV5)
2) 3i —1+2(V2 —1i)

3) 2 +1i+i(3 — 2i)

o (1.1 1,2
177 173!
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Calculer les expressions suivantes, donner le
résultat sous forme algébrique :

1) 2(1 + 2i) 3) 2i(3 — 2i)

2)i(3 +1) 4) (1+2i)(—2—2i)

EFN Calculer les expressions suivantes, donner le
résultat sous forme algébrique :

1) (3+i)? 3) (5—2i)(5+2i)
2) (1+iV2)? 4) (V2 +2i)(3 — V2i)

EEN Calculer les expressions suivantes, donner le

résultat sous forme algébrique :

) (3—i)(1+2)+5—i 5 (1+2i)(3—1)(—3—3i)
2) (5 —2i)(5+ 2i) 6) (7i —3)(7 — 3i)

3) (2—i)(i+1) 7) (1 —2i)°

4) (vV2+2i)(3 — V2i)

1) Simplifier au maximum les expressions suivantes :
a) i’ o) i* e) il?
b) i’ d) f) i®

2) Conjecturer une régle donnant i” en fonction de 7 et
la démontrer par récurrence.

3) En déduire la valeur de i%/13.



Le plan complexe
H

Dans toute cette série d’exercices, le plan est muni d'un re-
3 . —
pere orthonormé (O ; 7, v )

1) Placer les points A, B et C dont les affixes respectives
sont:z4 = —-3—-21,zp=5+2etzc = 1—31

2) Déterminer les affixes des vecteurs OA AB et B(f

3) Le quadrilatere OABC est-il un parallélogramme ?

3 METHODE 2 [J¥EXE

On considere les points A, B et C d’affixes respectives :
1+1,2-3iet—2—1

1) Déterminer |’affixe du point D tel que ABCD soit un
parallélogramme.

2) Déterminer 1'affixe du point I centre du parallélo-
gramme.

3) Placer tous ces points dans un repere orthonormal.

BER Soient A, B et C trois points du plan d’affixes res-
3—-21 1 fo3
> 3 1ie i.

1) Déterminer "affixe du milieu du segment [AB].

pectives :

2) Déterminer l'affixe du symétrique de A par rapport
acC.
3) Déterminer l’affixe de I'image de A par la translation

de vecteur B_é

BEN On considere les points M et N d’affixes respec-
3+i

3
1) Les points O, M, N sont-ils alignés ? Démontrer votre

tiveszy = —3 —1etzy =

réponse.
2) On considere le point P d’affixe 3i. Déterminer 1'af-
fixe du point Q tel que MNQP soit un parallélo-

gramme.



[11. Inverse et quotient de nombres complexes T

M(z)
1. Conjugué¢ d’un nombre complexe T 7 H:L
| i O
Définition O~ i;"'H %
e Le conjugué d’un nombre complexe z = a + ib est le complexe a — ib, note Z. + .'.,:’ ;]a
e Si z est I’affixe de M, Z est I’affixe du symétrique de M par rapport a I’axe des réels. |

Démonstration

On prouve la seconde partie de la définition. Soit M d’affixe z = a + ib et N d’affixe z = a — ib.
En termes de coordonnéesona M(a; b) et N(a; —b). Donc :
« d’une part, le milieu de [MN] a pour coordonnées (a ; 0) et appartient donc a 1’axe des réels ;
« d’autre part, on a MN (0; 2b), et donc MN.% = 0.
Donc, soit M = N et dans ce cas b = 0, ce qui signifie que les deux points sont confondus sur 1’axe des réels; soit
M =+ N et les deux constatations précédentes montrent que 1’axe des réels est la médiatrice du segment [MN].

Dans les deux cas cela prouve le résultat.



Théoreme
1. z+Z = 2Re(z) ; Z—zZ=2Xix Im(2).
2.z estréel si et seulementsi z = z.

3. z est imaginaire pur si et seulement si z = —z.

Démonstration

1. On écrit z sous sa forme algebrique z = a + ib eton adonc z = a — ib. On en déduit :
z+zZ=a+ib+a—ib=2a = 2Re(2).
La seconde partie se prouve de la méme facon.
2. Onaz=ze7z—z=0¢& 2ilm(z) = 0 ce qui équivauta z € R.

3. Méme méthode qu’au 2).



EIll Calculer les conjugués des nombres complexes

suivants :
19 +i 3) 2 _71‘/7
2) 5i — 2 4 \7 +in

EA Calculer les conjugués des nombres complexes

suivants :

1) 7 — (3+§i)

2) (3—5i)++2

3)%+3i+(1—i)
4) (5 1) (\/§+3i)

m Résoudre les équations suivantes :

1)z =25+1 35 21 _ o
z—1
2) —z=1+1i 4) (z+1)(2+3z2—-1i) =0

Soit z, un nombre complexe, déterminer les conju-
gués des nombres complexes suivants :

1) 3z 4)Z+1
3
2)z+5—1 5 iz + 2
1—2Z
3) 2242 6
) z° 4 2z )ZJrl

m Soit z, un nombre complexe, déterminer les conju-

gués des nombres complexes suivants :

1) 2z —Z 4) iz
1 .
2)Z+E 5 z+ 1z

3) 22 + 22 6) —2z



2. Inverse d’un nombre complexe

Theoreme
Pour tout nombre complexe z non nul, il existe un nombre complexe z' tel que zz" = 1.

Ce nombre s’appelle I’inverse de z, noté i et il est tel que :

1 7
Z ZX2Z
Siz=a+ibqtOalorsIaformealgébriquedelest: kSO + i = :
z z a?*+b?%? a?+ b?

Démonstration

Soitz # 0.z Xz = (a + ib)(a — ib) = a? — (ib)? = a* + b? est un réel positif non nul.

. 1
Il admet donc un inverse dans C que I’on note g

Onadonc(zx?)xi_= 1etdonczx(§xi_) = 1.
ZXZ ZXZ

" . _— 1 a c " s n
Le nombre complexe z admet donc un inverse dans qui est z X —etonen deduit facilement la forme algébrique.



Exemple

Dans la pratigue, on effectue une multiplication par le conjugué du dénominateur pour se ramener a un

dénominateur réel.

1. z = 2i.
1 1 —21 —21 1.
Ona—:—_: ; ="y =3 o 3]
Z 21 21X (—21) 4
PGt DT Copy Pein iR RgY L VOTUINE. o 7

- = L.
2+3i (2+3i)(2-3i) 449 13 13

EE) Déterminer les inverses des nombres complexes

suivants :

1) 3+2i 1) V2 —iv/2i
2) —2i + 3 5) 3 —i(2 +1)
3) —2i 6 V3, V3

2 2



3. Quotient d’un nombre complexe

Définition
Soient z, et z, #+ 0 deux nombres complexes.
On définit leur quotient par :
Zq 1

Zy Zy

Méthode 3 — Calculer et utiliser le quotient des nombres complexes

Exercice d’application

Résoudre I’équation : (1 + i)z — 2 = 3 + 2i.

Correction :

On procede comme pour les nombres réels en isolant I’inconnue z :

S WAL (SN B
1+i @A+dDA-i) @ 2

(1+i)z—2=34+2i=1+i)z=5+2i=z=

, . : 7/ ——)
L’unique solution est donc le nombre complexe : z = g 2



m Mettre les quotients des nombres complexes sui-

vants sous forme algébrique :

1—i 3 4+ 2
Vo3 S
2 L 5 L V2
i 1 —/2i
1+i i(142i)
)T =33

m Mettre les nombres complexes suivants

forme algébrique :

1)(11

2
)2_1\/5+1—i
3)(3+i)3_21

27 + 131
21 -2

1]

3+ 101
5 7
)7+ 5—051

54+i .
511!
2—i 2
3+i 1—i
6—i 2+i

- X -
3—31 2—1

6)

7)

8)

SOuUs



4. Qpérations avec les conjugués des nombres complexes

Démonstration




Démonstration

« On prouve la troisieme égalite, les deux premieres se faisant de la méme maniere dans un contexte plus simple.

On écrit les complexes z, et z, sous forme algebrique : z; = a; + ib; et z, = a, + ib,.

On a alors ; Z1 X Zy = (alaz — ble) + i(a1b2 + azbl) = (alaz — ble) = i(albz S azbl).

D’autre part :

Z) X Z; = (ay —iby)(a; — iby)
= (ajay + bybyi*) —i(a;b; + azby)
= (aia; — byby) —i(ayb, + a;b,)

Ce qui donne bien I’égalité cherchee.

* Pour’égalité 4) : z, X (j—l) — JART ? = 7, d’aprés la propriété 3). Donc en redivisant par z, # 0 on obtient bien le
2 2

résultat du 5).

« [’égalité 5) se démontre par récurrence (voir exercice exo-preuve-puissance-conjugue).



Exemple
Démontrons que S = (1 + i)® + (1 — i) est un nombre réel.

Ona(1+i)°>=(1+i)>=({1-1i)°>. Résoudre dans C les équations suivantes :
Donc S = z +Z = 2Re(z) avec z = (1 + i)°®. Dz+z=3i 3) —2Z=(-2-1)z+1
2) (3+i)z4+2z=0 4) 2iz = 3i + 2iz

S est donc bien un nombre réel.
m Résoudre les équations suivantes avec la méthode

la mieux adaptée :

1) z — iz = 3 1) 2iz = 21
z
Nz—i=3 5 —3
)z—1=2 )Ztl
3) iz = 3z — 2i 6) —— — 2
z—1

49 | On pose pour tout z = a + bi € C,
f(z) =z+32—-5i+1.

1) Ecrire Re(f(z)) etIm(f(z)) en fonction de a et b.
2) Résoudre I’équation f(z) = 0.



IVV.Equations du second degré

Exemples

Les solutions de : z2 = 16 sont 4 et —4.

Les solutions de z% = —5 dans C sont iv/5 et —iv/5 (alors que cette équation n’a aucune solution dans R)






Remarque
= Toute expression Q(z) = az?+bz+c,a € R*, b € Retc € R, se factorise dans C et :

Q(z) =az*+bz+c=a(z—2z)(z— z,).

o Q(z)=a22+bz+c=a(22 +Zz+§)=a(zz—Sz+P)avec:

e — + =S¥ N7 ——C
Z Z € Z1 X Z -
1 2 1 2



Méthode : Résoudre une équation dans C

Résoudre dans C les équations suivantes : a) z> +5=0 b) z+3z+4=0



