Limites et continuité

|. Limite d’une fonction en I’infini

Dans toute cette partie, Cr désigne la courbe représentative de la fonction f dans un repere quelconque du
plan.

1. Limite finie en P’infini

Définition
Soit f une fonction définie au moins sur un intervalle de R du type ]a; +oo.
La fonction £ a pour lIMite £ 8N 400 Si ....uuiniiei e

Onnotealors : ... v ev ee e e e e

Soit f la fonction définie sur J0; +oo[ par f(x) = i +1.0na lim (l + 1) = e

X—+00 \X
En effet, I’inverse de x se rapproche de 0 a mesure que x augmente.
Soit un intervalle ouvert I tel que 1 € I. Alors, f(x) sera toujours dans I pour x assez grand.
Graphiquement, aussi étroite que soit une bande paralléle a la droite d’équation y = 1 et qui la contient, il
existe toujours une valeur de x au dela de laquelle Cf ne sort plus de cette bande.
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Définition : Asymptote horizontale

La droite d’€quation ... ... ... o e €St oo A Cp €N 400 Si vvevvs v e e e et e e

Remarque : On définit de fagon analogue ... ... ... ... ... ... ... qui caractérise une asymptote horizontale a Cr en
—oo d’équation ... ... ... ce cev er oo

On a vu précédemment que lim G + 1) = ... Onaaussi lim G + 1) = ...

X—+co X——00

Dongc, la droite d’équation ... ... ... .. .. €St .o a la courbe Cr en +ooeten —oo .
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Propriétés admises : Limites finies des fonctions usuelles en +oo
Soit n un entier naturel non nul.

2. Limite infinie en ’infini

Définition
La fonction f a pour limite +oco en +oo si tout intervalle de R du type ]a; +oo[ contient .............

(O] 010 (0) (101 [0] (T

Soit f la fonction racine carrée. Ona lim vVx = ...... ...

x—+00
En effet, vx devient aussi grand que 1’on veut & mesure que x augmente.
Soit un intervalle ouvert I =]a; +oo[. Alors, f(x) sera toujours dans I pour x assez grand.
Graphiquement, si on considére le demi-plan supérieur de frontiére une droite d’équation y = a, il existe
toujours une valeur de a au dela de laquelle C¢ ne sort plus de ce demi-plan.

1 23 45 6 7 8 910111213 14 15 16 17 18 19 20

o Ondeéfinitde facon analogUue :...... ..ot

+ Il existe des fonctions qui n’admettent pas de limite en ’infini. Par exemple, les fonctions ........... et
...................... n’admettent de limite ni en +o0, Ni en —oo,

» Une fonction qui tend vers +oco lorsque x tend Vers 400 n’est .........ovvivviniiiiiniiinnenennn

X
y =|cosdx + —

Yy = sin4x

N VEAV SR VARVAR VIR

— N W = U

Propriétés - Limites infinies des fonctions usuelles en oo
Soit n un entier naturel non nul.

e lim Vx= lim x"= woevee .
X—>+00 X—>+o00

{ pOUr ... ce ves e e

° i n =
lim x pOUr ... et e e e

X—>—00
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1. Limite infinie en un réel

Définition
Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert de R du type ]x, — &; xo[ OU ]Jxq; xo + €[
La fonction f a pour IMite 400 €N X SI ...ouiniiniiii e

Onnote alors : ... v e e e e e

Soit f la fonction définie sur ]1; +oo[ par f(x) = ﬁ Ona lirq (i) = e
- X

-1 \x—1
En effet, si x tend 1, alors x — 1 tend vers ... .... et son inverse tend vers ... ... ... ....
Soit un intervalle ouvert I =]1;1 + ¢[. Alors, f(x) sera toujours dans I pour x assez proche de x.
Graphiquement, C; peut étre aussi proche que 1’on veut de la droite d’équation x = 1.
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x—+1
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Définition : Asymptote verticale
La droite d’équation ... ... ... ..... est asymptote verticale & Cg Si ... ... v v ev ve ver e
Lo . 1)
X1 E T aas oassas
On a vu précédemment que lim ( )
Donc, la droite d’équation ... ... ... ..... est asymptote verticale a I’hyperbole ... ... .....
Remarques :
» Lorsque x tend vers x,, cela peut parfois se faire en augmentant ou en diminuant. On parle alors de
limite de f & gauche (resp. droite) en xu qu’on NOLE ... .. vev ev vee ver eeee (FESP. en it vt et e e e e ).
« Une fonction admet une limite en x, si, et seulement si, f admet des limites a droite et a gauche en x,
quisont .................. (ce qui n’est pas toujours le cas).

« Une fonction peut trés bien ne pas avoir de limite du tout en un point.
Par exemple, la fonction x ~ sini n’a pas de limite en 0.

Propriétés (admises) - Limites finies des fonctions usuelles en 0
Soit n un entier naturel non nul.

iy (D)=t (3) =

x>0 x>0

aim () =0T pewr
x<0
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Meéthode 1 - Interpréter graphiquement les limites d’une fonction
L’apercu de la courbe représentative d’une fonction avec une calculatrice ou un logiciel peut aider a
conjecturer une limite (et donc éventuellement une asymptote a la courbe) mais il faut paramétrer
correctement la fenétre d’affichage pour limiter les erreurs de jugement.

Exercice d’application : Soit f une fonction dont on a un apercu du graphe C.
Déterminer son ensemble de définition D, puis conjecturer les limites aux bornes de D et les asymptotes a C.

1. f;x._>x3_1 2. fix v 2x —V4x? -1

3
= NORMAL FLOTT AUTO o+bi DEGRE MF n
NORMAL FLOTT AUTO a+bi DEGRE MP n

) N
[ /|

I11. Opérations sur les limites
Propriété - Limite d’une somme, d’un produit et d’un quotient de deux fonctions
* Limite d’une somme :

f g f+g  Limite d’un produit :
f g fg

* Limite d’un quotient :

f g f/g

« oo peut signifier +c0 ou —oo. Les regles du signe d’un produit ou d’un quotient demeurent.
» Pour la limite de la différence f — g, on considere la limite de la somme f + (—g).
» Les quatre lignes grises des tableaux correspondent aux quatre cas d’indétermination :

Plusieurs techniques seront vues pour lever une indétermination.

Soit f:x = (1 —x) (x3 + i) définie sur R*. Calculons lirP f(x).
X—+ 00
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IV. Limite d’une fonction composee

1. Fonction composée

Une composée de deux fonctions correspondaun ......................... de deux fonctions 1’une aprés 1’autre.
Par exemple, composons la fonction f: x = 1 — x suivie de g: x = +/x. On peut ainsi schématiser :
—> >

Cependant, on voit que la fonction g ne peut s’appliquer que si I’ensemble des images par la fonction f est
INCIUS ANS ...

Ainsi, pour appliquer ici la racine carrée, il faut que .. . . c’est-a -dire que .. .

La composée existe donc dans le schéma suivant ou on preC|se Ies ensembles de depart et d’amvee pour f :

- -
X — —
En composant f suivie de g, on a ainsi défini sur ... ... ... ....... ... lafonction x » ......... .....
Définition
Soit f une fonction définie sur E et a valeurs dans F, et soit g une fonction définie sur F.
La composée de f suivie de g est la fonction notée ... ... ... ... définie sur E par ... ... .. e v vee ve en e
Remarque : Il ne faut pas confondre ... ........ et ... ... ... qui sont, en genéral, différentes.

En reprenant f et g de I’exemple précedent, définissons f o g.
La composée de g suivie de f est possible en partant de I’ensemble de définition de g :

- -
x F2 e P
En composant g suivie de f, on a ainsi défini sur ... ... ............ lafonction x —» ...... ... ...
2. Théoreme de composition des limites
Théoréme
Soit h la composee de la fonction f suivie de g et a, 7 et y trois réels ou + oo.
Si limf(x)= et limgkx)= .... ,alors lim h(x) = .. ...
xX— .. X— X— ...

Déterminons la limite en —oo de la fonction g o f de ’exemple précédent.
La composée de f:x = 1 — x suivie de g: x = /x est h: x = /1 — x définie sur ] — oo; 1].
Or, lim (1 —x) = ........ (par somme) et lirp Vx = ....... (limite de référence).

X——00 X—>+00

Donc, d’aprés le théoréme de composition, lim v1—x = .......

X——00

Page 5 sur 6



Meéthode 2 — Déterminer une limite de fonction
On applique les propriétés d’opérations sur les limites.
Si la limite est indéterminée, « +00 4 (—00) », « 0 X 00 », « g » 0U « % », 0N essaye de :
 Factoriser par le terme prépondérant ;
« Multiplier par la quantité conjuguée si des racines carrées interviennent ;
» Effectuer un changement de variable (voir théoreme de composition des limites).
D’autres techniques existent et seront vues ultérieurement.

Exercice d’application
Calculer les limites suivantes : lim (vVx + 1 —vx); lim (
X—+00

xX—+00

2x2—3x+1)_ . x—4
x2-1 T xsaVx-2

Page 6 sur 6



